®

Check for
updates

NIST Series Technical Note
NIST TN 2330

Guia Breve sobre la
Incertidumbre de Medicion

Maria Victoria Gelabert
Antonio Possolo

David Brynn Hibbert
Jurgen Stohner

Olha Bodnar

Juris Meija

This publication is available free of charge from:
https://doi.org/10.6028/NIST.TN.2330

NATIONAL INSTITUTE OF
STANDARDS AND TECHNOLOGY
U.S.DEPARTMENT OF COMMERCE


https://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=10.6028/NIST.TN.2330

NIST Series Technical Note
NIST TN 2330

Guia Breve sobre la
Incertidumbre de Medicion

Maria Victoria Gelabert

Laboratorio Tecnoldgico del Uruguay, Montevideo, Uruguay
Antonio Possolo

Statistical Engineering Division, Information Technology Laboratory
National Institute of Standards and Technology

David Brynn Hibbert

School of Chemistry, UNSW, Sydney, Australia

Jurgen Stohner

Institute of Chemistry and Biotechnology

Ziirich Univ. of Applied Sciences, Wadenswil, Switzerland
Olha Bodnar

Orebro Univ. School of Business, Orebro, Sweden

Juris Meija

Metrology Research Centre

National Research Council Canada, Ottawa, Canada

This publication is available free of charge from:
https://doi.org/10.6028/NIST.TN.2330

January 2025

U.S. Department of Commerce
Gina M. Raimondo, Secretary

National Institute of Standards and Technology
Laurie E. Locascio, NIST Director and Under Secretary of Commerce for Standards and Technology



En este documento se identifican ciertos equipos, instrumentos, software o materiales,
comerciales o no comerciales, para especificar adecuadamente procedimientos experimentales.
Dicha identificacion no implica la recomendacion ni el respaldo de ningiin producto o servicio
por parte del NIST, ni implica que los materiales o equipos identificados sean necesariamente
los mejores disponibles para el proposito.

NIST Technical Series Policies
Copyright, Use, and Licensing Statements
NIST Technical Series Publication Identifier Syntax

Publication History
Approved by the NIST Editorial Review Board on 2025-02-07

How to cite this NIST Technical Series Publication:

Gelabert MV, Possolo A, Hibbert DB, Stohner J, Bodnar O, Meija ) (2025) Guia Breve sobre la
Incertidumbre de Medicion. (National Institute of Standards and Technology, Gaithersburg,
MD), NIST TN 2330. https://doi.org/10.6028/NIST.TN.2330

Author ORCID iDs

Maria Victoria Gelabert: 0009-0000-5444-2902
Antonio Possolo: 0000-0002-8691-4190

David Brynn Hibbert: 0000-0001-9210-2941
Jurgen Stohner: 0000-0003-0079-7083

Olha Bodnar: 0000-0003-1359-3311

Juris Meija: 0000-0002-3349-5535

Contact Information
antonio.possolo@nist.gov

Traduccion de un informe técnico de la IUPAC con material complementario. Publicacion original
en inglés © 2023 IUPAC & De Gruyter, licenciada bajo la licencia Creative Commons
Atribucion-NoComercial-SinDerivadas 4.0 Internacional, publicada en Pure and Applied
Chemistry 2024; 96(1): 113-134. DOI https://doi.org/10.1515/pac-2022-1203


https://doi.org/10.6028/NIST-TECHPUBS.CROSSMARK-POLICY
https://www.nist.gov/nist-research-library/nist-technical-series-publications-author-instructions#pubid
mailto:antonio.possolo@nist.gov

NIST TN 2330
January 2025

Resumen

Esta Guia Breve reintroduce a los lectores en los principales conceptos y herra-
mientas técnicas utilizadas para la evaluacion y expresion de la incertidumbre
de medicion, incluyendo métodos estadisticos clasicos y bayesianos. El enfoque
general es el mismo que el adoptado por la guia Guide to the Expression of Un-
certainty in Measurement (GUM): las cantidades cuyos valores estan rodeados de
incertidumbre se modelan como variables aleatorias, lo que permite la aplica-
cion de una amplia variedad de técnicas de probabilidad y estadistica a la hora
de la evaluacion de la incertidumbre de medicion. Todos los métodos presen-
tados se ilustran con ejemplos que involucran resultados de mediciones reales
de una amplia gama de campos de la quimica y ciencias afines, que van desde
la practica de la quimica analitica clasica de inicios del siglo XX, hasta estudios
contemporaneos de composiciones isotopicas de elementos y ensayos clinicos.
El material suplementario ofrece codigos de programacion detallados exhausti-
vamente que permiten a los lectores reproducir todos los calculos subyacentes
a los resultados presentados en los ejemplos.

Palabras clave

Formula de Gauss; Incertidumbre de medicion; Métodos bayesianos; Métodos de
Monte Carlo; Propagacion de la incertidumbre.
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Convenciones

El término inglés “odds”, cuando se utiliza para comparar las probabilidades de que un
evento ocurra o no, y la probabilidad de ocurrencia es p, representa la razon p/(1 - p).
Considerando que se utilizan maltiples términos en espanol para denotar esta cantidad,
hemos optado por seguir [1] y usar “posibilidades” como traduccion de “odds”. De acuer-
do con el anterior, traducimos “odds ratio” como “razon de posibilidades.”

Aunque la coma es el separador decimal mas comin en espanol, para conservar la ti-
pografia del original, seguimos el uso del inglés y usamos el punto. Por la misma razon,
cuando una unidad de medida implica un cociente y hay una sola unidad en el denomina-
dor, usamos “/” en lugar de elevar esta unidad a la -1, por ejemplo “mg/L". Sin embargo,
cuando el denominador incluye mas de una unidad, entonces utilizamos la notacion ex-

ponencial, por ejemplo en “pymol LT min™"".
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1. Introduccion

La IUPAC ha contribuido al desarrollo de la guia Guide to the Expression of Un-
certainty in Measurement desde 1997, incluyendo su version original [2] y docu-
mentos relacionados, que en conjunto se conocen como la GUM. Dado que estos
documentos hacen un uso extensivo de conceptos y métodos bastante especiali-
zados de probabilidad y estadistica, muchos usuarios y responsables de evalua-
ciones de incertidumbre de medicion recurren a orientaciones menos técnicas,
mas accesiblesy a ejemplos ilustrativos variados, como los que ofrece la guia EU-
RACHEM Quantifying Uncertainty in Analytical Measurement [3] o la guia Simple
Guide for Evaluating and Expressing the Uncertainty of NIST Measurement Results

[4].

La tarea de evaluar la incertidumbre de medicion a menudo se reduce a calcu-
lar desviaciones estandar, sin un analisis cuidadoso de los modelos de medicion
que expliquen la interaccion entre las contribuciones realizadas por las fuentes
relevantes de incertidumbre. Las suposiciones que validan tales modelos y que
hacen que las evaluaciones de incertidumbre sean aptas para el proposito a me-
nudo quedan sin examinar. En muchas aplicaciones, las contribuciones relativas
de incertidumbre se combinan incorrectamente en una suma cuadratica sin es-
pecificar el modelo de medicion subyacente, o incluso cuando el mensurando no
es un producto de potencias de cantidades de entrada (ver Subseccion 4.2).

Esta Guia Breve proporciona una reintroduccion concisa a los modelos y méto-
dos para la evaluacion de la incertidumbre, que enfatiza como dicha evaluacion
depende del proposito para el que se destinan los resultados de medicion, e in-
cluye ejemplos practicos que involucran datos reales que son representativos
de la variedad de problemas que seguramente se encuentren en la cienciay la
ingenieria quimica.

14. Notacion

Cuando se hace referencia en esta contribucion a un conjunto de valores de una
o varias cantidades, {x,, ..., X, }, a menudo representamos por simplicidad a este
conjunto como {x;}, para distinguir entre el conjunto completoy un solo elemento
x;, de acuerdo con la notacion matematica establecida. Los vectores, matricesy
conjuntos ordenados mas generales se representan con simbolos en negrita. La
notacion [x, ...x, ] se refiere a un vector fila, que es una matriz con 1 filay m
columnas, mientras que [x, ...xm]T denota su transpuesta: un vector columna o
una matriz con m filas y 1 columna. De manera similar, si J denota una matriz
con m filas y n columnas, entonces )’ denota su transpuesta, es decir una matriz
con n filas y m columnas, cuyas columnas son las filas de J. Aunque a menudo
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se omite por simplicidad, el acento circunflejo (sombrero) significa la estimacion
de la cantidad. Por ejemplo, la estimacion de maxima verosimilitud de una masa,
m, se denota como m. La linea superior, m, se utiliza para denotar el promedio
aritmético (igualmente ponderado) de las réplicas de las determinaciones de m.

El ejemplo 3E introduce las incertidumbres estandar representadas con la nota-
cion entre paréntesis, donde la estimacion de la masa molar del iridio se muestra
como 192.216 62(29) g/mol. Esto indica un valor medido de 192.21662 g/mol y una
incertidumbre estandar asociada de 0.00029 g/mol. Esta notacion entre parén-
tesis se utiliza extensamente a lo largo de esta Guia Breve y de manera mas ge-
neral en muchos campos de la cienciay la tecnologia. El nUmero entre paréntesis
denota la incertidumbre estandar, la cual afecta a tantos digitos finales (menos
significativos) del valor medido como digitos entre los paréntesis, independien-
temente de la posicion del punto decimal, si lo hubiese.

2. Medicion

La medicién es un proceso experimental o computacional que, mediante la com-
paracion con un estandar, produce una estimacion del valor verdadero de una
propiedad (cuantitativa o cualitativa) de un material, objeto virtual, coleccion de
objetos, proceso o evento o una serie de eventos [5]. Un resultado de medicion
es una estimacion de la propiedad que se pretende medir (mensurando) junto
con una evaluacion de la incertidumbre de medicion asociada a esta. Las me-
diciones de algunos tipos de propiedades nominales a menudo se denominan
evaluaciones, identificaciones o clasificaciones.

Ejemplo 2A (Mensurandos cuantitativos y cualitativos.) Dado que los mensurandos
pueden ser cuantitativos o cualitativos, los resultados de las mediciones correspon-
dientes reflejan esta diferencia. Los mensurandos cuantitativos tienen valores para
los cuales las diferencias o los cocientes son significativos. Ninguna de estas ope-
raciones aritméticas es relevante para los mensurandos cualitativos (o categoricos),
los cuales pueden ser clasificados segln si son ordinales o nominales: los valores de
los primeros pueden ser ordenados, de menor a mayor, o de mas débil a mas fuerte;
los valores de los Gltimos solo pueden ser comparados mediante la equivalencia (si
son iguales o diferentes).

CUANTITATIVOS: El certificado de analisis para el material de referencia certificado
de agua potable AQUA-1[6], desarrollado por el National Research Council Canada,
indica un valor certificado de 0.222 pg/L para la concentracion de masa de arsénico,
con una incertidumbre estandar asociada de 0.007 pug/L.

ORDINALES: Mineralab (Eagle, Idaho) produce un kit de prueba de dureza, HD-2, pa-
ra uso industrial, que incluye ocho puntas que proporcionan valores de 2 a 9 en
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la escala de dureza de Mohs [7, §3.5] para minerales y otros productos naturales y
manufacturados.

NOMINALES: El National Institute of Standards and Technology (NIST, EE.UU.) tiene
plena confianza en la identificacion del Material de Referencia 8256, Salmon Coho
capturado en estado salvaje, como un compuesto de tejido del Oncorhynchus Ri-
sutch [8]. La identificacion involucro secuenciacion de fragmentos de ADN y su com-
paracion con una referencia, identificando secuencias de especimenes de referencia
de esta especie en la biblioteca Reference Standard Sequence Library de la U.S. Food
and Drug Administration (FDA).

La medicion tiene como objetivo “descubrir algo” [9] y se realiza para respaldar
la toma de decisiones [10, 11]. Por ejemplo: la medicion de la concentracion de
troponinas cardiacas especificas en la sangre permite tomar decisiones sobre
como manejar los infartos de miocardio; la medicion del pH del agua en una
piscina guia la decision sobre su mantenimiento; y la medicion de la temperatura
interna de la carne cocida determina si esta lista y es segura para consumir.

La incertidumbre de medicion es la duda sobre el valor verdadero del mensu-
rando que persiste después de realizar una medicion [5, 12]. Puede describirse
en su totalidad y cuantitativamente mediante una distribucion de probabilidad
sobre el conjunto de valores del mensurando, o de manera mas concisa para
mensurandos escalares, mediante la desviacion estandar de dicha distribucion
(llamada incertidumbre estandar), o para mensurandos multivariables, mediante
su matriz de covarianza (también llamada matriz de dispersion).

Si y denota un mensurando escalar, entonces escribimos u(y) para denotar la
incertidumbre estandar asociada a y, teniendo en cuenta el hecho que dicha in-
certidumbre se refiere al valor verdadero del mensurando, no a estimaciones
del mismo. En casos donde se estan considerando diferentes estimaciones del
mismo mensurando, como en el ejemplo 4F, y se necesita hacer referencia a las
diferentes evaluaciones de incertidumbre, se pueden denominar, por ejemplo,

u,(y)y uy(y).

Cabe senalar que el significado de u(y) depende de la distribucion de probabi-
lidad que se utilice para modelar la incertidumbre asociada a y. Por ejemplo, la
probabilidad de que el intervalo y + u(y) cubra el valor real del mensurando es
del 68 % cuando y tiene una distribucion gaussiana (o normal), del 58 % cuando
y tiene una distribucion uniforme (o rectangular), y del 76 % cuando y tiene una
distribucion de Laplace (o doble exponencial).
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3. Modelos de Medicion

Los modelos de medicion relacionan el mensurando (salida) con los valores de
entrada que son observables durante el experimento, o que han sido medidos
previamente [13]. Suponemos en todo momento que tanto las salidas como las
entradas son cantidades (es decir, propiedades cuyos valores pueden ser com-
parados mediante razones o por diferencias). Sin embargo, los modelos de me-
dicion generalmente pueden incorporar también entradas cualitativas.

3.1. Modelos de medicion deterministicos

Los modelos de medicion deterministicos son relaciones funcionales entre los
valores verdaderos de salida n y los n valores verdaderos de las cantidades de
entrada, §,,...,§,, expresados como n = f(§,,...,§,), donde la funcion de medi-
cion f esta determinada empiricamente, por una teoria fisica, o por convencion.
Notese que la propia definicion de f puede estar rodeada de incertidumbre, la
cual debe ser identificada y diseminada siempre que haga una contribucion no
despreciable a la incertidumbre asociada con la estimacion de n.

Ejemplo 3A (Modelo teorico) La cantidad de concentracion de sustancia de cloruro
de sodio, c(NaCl), en una solucion acuosa de volumen V(NaCl) se determina median-
te titulacion con una solucion de nitrato de plata en presencia de K,CrO,. La funcion
de la medicion se deriva de la teoria quimica que explica la reaccion entre NaCl y
AgNO,,

NaCl + AgNO, — NaNO, +AgCl |,

y el punto final de esta titulacion se observa por la aparicion del cromato de plata
marron-rojizo. Un modelo simple de medicion tedrico asume que el Ag,CrO,, al ser
mas soluble que el AgCl, comenzara a formarse solo después de que los iones de
cloruro hayan sido consumidos por los iones de plata. Esto conduce a la conocida
relacion c(NaCl)V(NaCl) = c(AgNO,)V(AgNO,), donde V(AgNO3) es el volumen de la
solucion de nitrato de plata que se utilizo para alcanzar el punto final, por lo tanto,
el modelo de medicion es c(NaCl) = c(AgNO,)V(AgNO,)/V(NaCl) [14].

Un modelo de medicion fisicoquimico mas sofisticado considera que el AgCl y el
Ag,CrO, son algo solubles, y que el cromato de plata comenzara a precipitar cuan-
do c?(Ag*) x c(CrOi‘) > Ksp(Ag2CrO4), donde Ksp denota el producto de solubilidad.
Dependiendo de la concentracion de cromato de potasio, esto puede ocurrir ligera-
mente antes o después de que se alcance el punto de equivalencia [15].

Ejemplo 3B (Modelo empirico) En el analisis espectrométrico de biomoléculas, la
senal, A, producida por el espectrometro de masas generalmente no es directamente
proporcional a la concentracion de cantidad de sustancia, ¢, de estas biomoléculas.
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Si las razones de estas desviaciones no pueden ser explicadas completamente, a
menudo se utilizan funciones matematicas empiricas adecuadas para modelar la
relacion aproximada entre la concentracion y la senal analitica [16], por ejemplo, la
funcion cuadraticaA=a,+a,c+ azcz.

Ejemplo 3C (Modelo convencional) La dureza total del agua, H, a menudo se de-
fine como la concentracion de masa de carbonato de calcio equivalente a la su-
ma de las concentraciones de masa de calcio y magnesio disueltos, H = y(Ca®*) x
M(CaC0,)/M(Ca) + Y(Mg?*) M(CaC0;)/M(Mg). La funcion de medicion especifica que
relaciona la cantidad de salida, H, con las cantidades de entrada medidas, y(Ca®*) y
y(Mg?*), esta definida por convencidn. Otro ejemplo es la brecha aniénica, Cpr defi-
nida como la diferencia entre las concentraciones de ciertos cationes y aniones en
orina, suero o plasma: ¢, = ¢(K*) + c(Na*) - ¢(Cl") - c(HCO3) [17].

3.2. Modelos de medicion estadistica

Los modelos de medicion a menudo comprenden componentes deterministicosy
estocasticos. Los componentes estocasticos invocan distribuciones de probabi-
lidad para modelar las incertidumbres asociadas con las entradas y salidas. Esto
equivale a considerar estas cantidades como variables aleatorias, que definimos
de manera intuitiva como cantidades que tienen distribuciones de probabilidad
como atributos, y donde el adjetivo “aleatorio” no sugiere que el valor verdade-
ro de la cantidad varie de manera impredecible, simplemente indica que el valor
verdadero de la cantidad no se conoce con plena certeza. En consecuencia, la
relacion entre las cantidades de entrada observadas se reescribe como una re-
gresion con errores en ambas variables [18] y = f(x, ..., x,), donde f es la funcion
de medicion, y = n +Ay y x; = & + Ax;, con Ay y Ax; denotando errores de medi-
cion no observables, §; denotando el valor verdadero de x;, parai = 1,..,n,y n
denotando el valor verdadero de y.

Ejemplo 3D (Modelo de error de medicion) Consideremos n determinaciones de la
masa, Mgy 1, -y Mops pr ¥ del volumen, Vobs,1r =+ Vobs,ne de un liquido, realizadas pa-
ra estimar su densidad, p. El modelo de medicion determinista para la densidad es
p = m/V, que relaciona los valores verdaderos (es decir, exentos de errores de me-
dicion) de estas cantidades. Los valores observados de la masa y el volumen estan

relacionados con sus valores verdaderos de la siguiente manera:

m =m+Am;, y V

obs,i

obs,i =V+ AVi'

donde Am; y AV, son errores de medicion modelados como resultados de variables
aleatorias independientes gaussianas, todas con media 0, y desviaciones estandar
iguales a sus incertidumbres estandar asociadas reportadas, u(m_, ;) y u(v,, ;) res-
pectivamente, parai = 1,...,n.
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El componente determinista de un modelo de medicion estadistico expresa la
magnitud medida, n = g(8), como una funcion especifica g de un parametro 6 (en
la Seccion 4.4, por ejemplo, puede visualizarse como un vector con varios com-
ponentes), que hace referencia a la distribucion de probabilidad conjunta de las
cantidades de entrada, la cual caracteriza el componente estocastico del modelo.
El valor de 6 debe ser estimado, tipicamente a partir de observaciones replica-
das de las cantidades de entrada, para obtener una estimacion de la magnitud
medida como 7 = g(). Los métodos de momentos, minimos cuadrados, estima-
cion de maxima verosimilitud (Seccion 4.4), y métodos bayesianos (Seccion 4.7)
son cominmente utilizados para obtener 6 [19]. Los diferentes métodos produ-
cen tipicamente no solo diferentes estimaciones de 6, sino también diferentes
evaluaciones de u(0).

Ejemplo 3E (Masa molar del iridio — Modelo de efectos de laboratorio) Prohaska et
al. [20, §8.4] basaron el calculo del peso atomico estandar del iridio del ano 2021 en
tres determinaciones independientes de su relacion isotopica, que corresponden a
las siguientes estimaciones de masa molar:

My, =192,21677(81) g/mol
Myps, =192,21662(29) g/mol
My s =192,21763(17) g/mol

La desviacion estandar de estas estimaciones de masa molar es 1.6 veces mayor que
el promedio geométrico de las incertidumbres estandar asociadas, lo que sugiere
que los tres resultados de medicion son mutuamente inconsistentes. La prueba Q
de Cochran[21], la cual arroja un valor p de 0.0082, confirma la relevancia de la incon-
sistencia. Un modelo de medicion estadistico que considera efectos adicionales de
laboratorio, que no estan incluidos en las incertidumbres de medicion individuales,
puede ajustar estos tres resultados mutuamente inconsistentes:

M =M+A +AM,, M =M+A,+OM,, 'y M =M+ A, +AM,,

obs,1 obs,2 obs,3

donde M denota el valor verdadero de la masa molar, A, A, y A, denotan efectos
de laboratorio (asumidos como resultados de variables aleatorias con la misma dis-
tribucion gaussiana con media 0g/mol y desviacion estandar 1), y AM.,, AM, y AM,
denotan errores de medicion, asumidos como resultados independientes de tres
variables aleatorias gaussianas todas con la misma media 0g/mol, y desviaciones
estandar iguales a las incertidumbres estandar u(Mobsﬂ), u(Mobs'z) y u(Mobs'3). Estas
incertidumbres de medicion son confiables, es decir, se asume que las mismas estan
basadas en un gran nimero de grados de libertad.

Este modelo de medicion estadistica tiene dos parametros de interés primario: My T.
Una evaluacion basica de T se puede obtener de manera similar a como se estiman
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a menudo los componentes de varianza en el analisis de varianza [22, capitulo 5]:
basada en la diferencia entre la desviacion estandar de los valores medidos de My
el promedio geométrico de las incertidumbres estandar asociadas con los valores
medidos: T(g/mol) = /0,000 542 - 0,000 342 = 0,000 42. Dado que esta evaluacion
se basa solo en tres observaciones, su confiabilidad es cuestionable y puede au-
mentarse ya sea teniendo en cuenta mediciones independientes adicionales de M,
o mediante la incorporacion de conocimientos relevantes y preexistentes sobre T en
forma de una distribucion de probabilidad bayesiana informativa para esta desvia-
cion estandar.

4. Evaluacion de la incertidumbre de medicion

4. Introduccion

Las evaluaciones Tipo A implican la aplicacion de métodos estadisticos a datos
experimentales, consistentes con un modelo de medicion. Las evaluaciones Ti-
po B implican la obtencion de conocimiento especializado y su emplazamiento
en distribuciones de probabilidad que describen estados de conocimiento so-
bre los valores verdaderos de las entradas. Este conocimiento puede provenir de
fuentes legitimas como certificados de calibracion o publicaciones técnicas, o de
expertos en la materia.

Las tipologias mencionadas previamente se refieren a formas de evaluar la incer-
tidumbre, no a tipos de error de medicion. Por ejemplo, la incertidumbre resul-
tante de la presencia de un sesgo desconocido (atribuible a un error persistente o
sistematico) puede ser evaluada en algunos casos mediante métodos Tipo A (por
ejemplo, a través de una validacion cruzada [23, Cap. 8]), 0 mediante métodos
Tipo B en otros casos (por ejemplo, generados por un experto en la materia).

Las evaluaciones de incertidumbre de abajo hacia arriba implican la enumera-
cion de todas las fuentes relevantes de incertidumbre, cuyas contribuciones lue-
g0 se resumen en un presupuesto de incertidumbre, a menudo complementado
por un diagrama de causa y efecto [3, Apéndice D.3] que describe como influyen
en el resultado. Las evaluaciones de incertidumbre de arriba hacia abajo impli-
can comparaciones entre valores medidos obtenidos de manera independiente
entre si, y no implican la identificacion y caracterizacion de las fuentes de incer-
tidumbre, como se muestra en los ejemplos 3E y 4F.

4.2, Formula de Gauss para la propagacion de incertidumbre

Silafuncion de medicion f en el modelo de mediciony = f(x,,..., x,) es derivable,
entonces la incertidumbre estandar asociada a y puede ser evaluada de manera
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aproximada utilizando la siguiente generalizacion (Ec. (13) de [2]) de la formula
de Gauss [24, §18] para la incertidumbre estandar al cuadrado,

u?(y) = Zcu +ZZchu Xu(x)r;;, (1)

i=1 j=i+1

donde u(x,),...,u(x,) son las incertidumbres estandar asociadas a las estima-
ciones de las cantidades de entrada, los {r,.j} son los coeficientes de correla-

cion (producto-momento de Pearson) entre ellas, y los coeficientes de sensibi-
lidad c,,...,c, son los valores de las derivadas parciales de primer orden de
f con respecto a las cantidades de entrada, evaluadas en (Xq1 20 X)), €S decir,
¢; = of (x;,..., X,)/0x;, para i = 1,...,n [25]. Cuando las cantidades de entrada no
estan correlacionadas, la Ec. (1) se reduce a

u(y) = Z ciuP(x;). 2)
i=1

Adicionalmente, cuando la cantidad de salida, y, es una combinacion lineal de

las cantidades de entrada, es decir, y = Z 1 a:x;, la Ec. (1) es exacta.

Ejemplo 4A (Dureza del agua — Formula de Gauss) En el caso de la dureza total
del agua en el ejemplo 3C, los coeficientes de sensibilidad son ¢, = dH/dy(Ca?") =
M(CaC0,)/M(Ca) = 2,5y ¢, = 9H/dy(Mg?*) = M(CaCO,)/M(Mg) = 4,1,y

u?(H) = 2u?(y(Ca")) + c2u?(y(Mg?"))

cuando ignoramos cualquier correlacion que pueda existir entre las estimaciones
de y(Ca®*) y y(Mg?*). Esta situacion se presenta cuando el calcio y el magnesio se
miden por separado mediante espectroscopia de absorcion atomica. Por lo tanto,
para un agua con y(Ca%*) = 23,2(8) mg/L y y(Mg?*) = 9,4(6) mg/L, determinando
ambos parametros independientemente uno del otro, tenemos que

u?(H) = (2,5)% x (0,8 mg/L)? + (4,1)> x (0,6 mg/L)? = (3 mg/L)%.

Cuando la cantidad de salida es un producto o un cociente de potencias de can-

tidades de entrada no correlacionadas, y = KX$1 ...xg”, donde ky a,,...,a, son
constantes (positivas o negativas), la formula de Gauss adquiere una forma senci-
lla de recordar que solo implica las incertidumbres estandar relativas: [u(y)/y]?
[a,u(x,)/x,1* + - + [a u(x.)/x 1%. Como en el caso del ejemplo 3D, [u(p)/p]?

I:u(mobs)/mobs:|2 + I:u(vobs)/vobs]z‘

En algunas aplicaciones, la cantidad de salida de la funcion de medicion es un
vector con m > 1 componentes, que puede escribirse como un vector columna

Q

113
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cuyos elementos son los valores de m funciones de valores verdaderos de los
n parametros de entrada: f(x) = [f,(x) ...fm(x)]T. Por lo tanto, propagar la incer-
tidumbre asociada con las entradas requiere la siguiente version de la formula
de Gauss que produce una aproximacion de la matriz de covarianza de tamano
m x m del vector de salida:

2, =150 (3)
donde x = [x, ...xn]T denota el vector columna de n entradas, y denota el vector
columna de m salidas, y la matriz jacobiana }J de tamano m x n tiene los valores
de las derivadas parciales afi(x)/axj, siendo las filas i = 1,...,m y las columnas
j =1,...,n. Los elementos diagonales de Xy son las incertidumbres estandar de

las salidas al cuadrado, y los elementos fuera de la diagonal son las covarianzas
entre estas [26].

Ejemplo 4B (Iso6topos de silicio — Propagacion de incertidumbre multivariable) La
medicion de dos de las relaciones isotopicas de silicio, Ry ,5 ¥ R3q56, PErMite la
estimacion simultanea de tres abundancias isotopicas que suman 1mol/mol:
R R
1

X =
r X39
R30/28 1+R

29/28

, .
29/28 * R30/28 29/28 30/28

Por lo tanto, tenemos una funcion de medicion de dos parametros de entrada que
corresponden a tres parametros de salida, con la siguiente matriz jacobiana de ta-
mano 3 x 2 [27]:

30/28
+R

X = X =
2 T+ Ryt V%0 % 73R

9Xyg 0X,g
a’;29/28 ‘”;30/28 -1 -1
X29 %29 2 _
)= R = X5g | 1+ R30/28 Ry9/28
29/28 30/28 —R 1 + R
OX3q 9% 30/28 29/28
aR29/28 aR30/28
La matriz de covarianza de los parametros de entrada es
2
_ U=(Ry9,28) r“(Rzg/zs)“(Rw/zs)
R ™ ’
ru(R,g,,8)U(R3023) u=(R3q,28)

la cual incluye el coeficiente de correlacion, r, entre las estimaciones de los dos
parametros de entrada.

Valkiers et al. [28, Tabla 4] enumeran los siguientes resultados de medicion de la
relacion isotopica de silicio para su Mezcla Ill, Ryg g = 0,050 0657(25) mol/mol y
R30/2¢ = 0,0329035(34) mol/mol, pero no proporcionan una estimacion de la corre-
lacion entre ellos. Suponiendo que la misma es cero, y aplicando las formulas an-
teriores, obtenemos x,g = 0,923 3873(36) mol/mol, x,, = 0,046 2300(22) mol/mol, y
X3o = 0,0303827(30)mol/mol. Cuando hay mas de dos relaciones isotopicas, la in-
certidumbre derivada de la falta de conocimiento de las correlaciones entre ellas
puede ser modelada utilizando la distribucion de LK) [29].
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4.3. Distribuciones de probabilidad

La incertidumbre de medicion puede expresarse de manera mas exhaustiva me-
diante una distribucion de probabilidad. Esta expresion se aplica de igual mane-
ra a la determinacion de propiedades cuantitativas como cualitativas (los ejem-
plos 4G, 4L y 4L ilustran esto Gltimo). Existen muchas familias de distribucio-
nes de probabilidad, como por ejemplo la distribucion normal (también llamada
gaussiana), la distribucion de Laplace, la distribucion triangular, la distribucion
uniforme (también [lamada rectangular), la distribucion gamma, la distribucion
beta, etc. Los miembros de la misma familia tienen funciones de densidad de pro-
babilidad con la misma forma funcional, diferenciandose solo en los valores de
sus parametros. Por ejemplo, una distribucion gaussiana se identifica por su me-
dia (también conocida como valor esperado) y su desviacion estandar, mientras
que las distribuciones gamma se identifican por los valores de los parametros
que determinan su formay su escala.

Aunque la distribucion gaussiana recibe la mayor parte de la atencion, el mo-
delado probabilistico de resultados de medicion a menudo requiere elegir otras
distribuciones. Esta eleccion debe estar guiada por cuan adecuadamente dife-
rentes distribuciones aglomeran y transmiten, ya sea un nivel de conocimiento
sobre un parametro de entrada de un modelo de medicion o la variabilidad de
muestreo de una entrada, como se ilustra a continuacion y en muchos ejemplos
proporcionados por Possolo and Meija [12].

Varios tipos de recuento se modelan utilizando distribuciones discretas como la
distribucion de Poisson, la distribucion binomial negativa o la distribucion multi-
nomial. Esto puede incluir el nimero de pacientes enfermos en un ensayo clinico,
colonias de E. coli en una placa de agar o centelleos detectados por un contador
de centelleo.

Para los parametros de entrada que toman valores en un continuo (por ejemplo,
una concentracion de cantidad medida, cuya magnitud puede ser cualquier na-
mero real no negativo), hay una amplia variedad de las llamadas distribuciones
de probabilidad continua disponibles para su modelado. Algunos de los criterios
de seleccion en este caso incluyen: (i) el rango de valores que la cantidad de
entrada posiblemente puede tomar (por ejemplo, si los valores solo pueden ser
positivos o deben estar dentro de un intervalo acotado); (ii) si los valores mayo-
res al centro de la distribucion son tan probables como los valores menores a él
(simetria); y (iii) qué tan probable es que se esperen valores alejados del centro
de la distribucion (cola pesada).

No siempre es trivial decidir a priori si una cantidad de entrada particular debe
ser modelada utilizando una distribucion simeétrica o asimétrica, o qué tan pesa-
das deben ser las colas de la distribucion. Algunas distribuciones tienen parame-
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tros cuyos valores permiten una eleccion que responde a caracteristicas especi-
ficas de los datos de medicion: por ejemplo, si hay asimetria hacia la izquierda o
hacia la derecha.

Ejemplo 4C (Modelando asimetria) Louis Ahrens [30] propone la distribucion log-
normal, cuya cola derecha es mas larga o mas pesada que la cola izquierda (es decir,
exhibe asimetria positiva), como un modelo para describir la variabilidad natural de
la fraccion de masa de elementos menores en rocas, por ejemplo, el escandio en
muestras de granitos canadienses. Una convolucion de las distribuciones normal y
exponencial (también [lamada distribucion gaussiana modificada exponencialmen-
te) se utiliza para modelar la asimetria positiva que cominmente muestran los picos
cromatograficos. La distribucion beta puede modelar la asimetria negativa en la pu-
reza observada en materiales de alta pureza. Tanto la distribucion normal sesgada
como la distribucion t-sesgada [31] pueden modelar un sesgo positivo asi como ne-
gativo.

Ejemplo 4D (Modelando el peso de las colas) Tanto la distribucion de Laplace como
la distribucion t de Student pueden modelar diferentes grados del peso de la cola
(cuanto menor sea el nimero de grados de libertad de una distribucion t de Student,
mas pesadas seran sus colas). Por ejemplo, la probabilidad de que una variable alea-
toria de Laplace tome valores de mas de 3 desviaciones estandar alejados de la me-
dia es 0.014, mientras que la probabilidad correspondiente para las distribuciones
gaussianas es solo de 0.003. Para la distribucion t de Student con 3 grados de liber-
tad, la probabilidad del mismo evento es 0.033. Entre las distribuciones discretas,
la distribucion binomial negativa se puede utilizar para modelar estadisticamente
cantidades que estan mas dispersas de lo que permite la distribucion de Poisson,
como se ilustra por Possolo y Meija en la Ref. [12, paginas 41-45].

4.4, Estimacion de maxima verosimilitud

Con el fin de obtener una evaluacion de incertidumbre, modelamos los resultados
de las mediciones como valores observados de variables aleatorias con distribu-
ciones de probabilidad especificadas. Por lo tanto, tenemos a nuestra disposicion
todos los métodos aplicables de inferencia estadistica que pueden producir no
solo estimaciones de las cantidades de interés, sino también evaluaciones de la
incertidumbre asociadas a ellas. La funcion de verosimilitud (definida a conti-
nuacion) juega un papel destacado en muchos de estos métodos, tanto clasicos
como bayesianos.

Supongamos que las entradas X, ..., X, (introducidas en 3) pueden considerarse
como resultados de variables aleatorias independientes cuyas distribuciones de
probabilidad involucran parametros 8., ..., 6., y cuyas funciones de densidad de
probabilidad (o funciones de masa de probabilidad) son p., ..., p,. Si denotamos
como x al conjunto de cantidades de entrada, la funcion de verosimilitud L es
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L(6,,..,8,) =p,(x,16,)..p,(x,16,).

En la practica, a menudo se omite el subindice de L indicativo de los datos, dando
por entendido que L es una funcion de los parametros de las distribuciones de las
cantidades de entrada, mientras que las cantidades de entrada permanecen fijas
en sus valores medidos. Cuando p,, ..., p, son funciones de masa de probabilidad,
L,(6,,..,8,) es la probabilidad de los datos x correspondientes a los valores de
los parametros 0,,..,0,. En general, la funcion L alcanza sus valores mas altos
para combinaciones de valores de sus argumentos, {Gj}, que hacen que los datos

sean “mas probables”.

Ejemplo 4E (SiO, en piedra caliza — Funcion de verosimilitud) El certificado del Ma-
terial de Referencia Certificado 1 del NIST, Caliza Arcillosa, que fue publicado el 1
de julio de 1910 [32], enumera dos determinaciones de la fraccion de masa de SiO,,
01811¢g/gy 01818 ¢g/g, realizadas por W.F. Hillebrand (U.S. Geological Survey) y por
C.E. Waters (U.S. National Bureau of Standards) respectivamente, quienes emplearon
basicamente el mismo método de analisis en medio liquido [33]. Si modelamos estos
dos valores como resultados de variables aleatorias gaussianas con la misma media
p y desviacion estandar o, entonces la funcion de verosimilitud es el producto de
los valores de dos funciones de densidad de probabilidad gaussianas:

_ 2 _ 2
exp (01811 g/g-u) exp (01818 g/g- )
202 202

2

L(u,0) =
2mo?

Esta funcion alcanza un maximo cuando p esiguala i = (0,1811¢g/g+0,1818 g/g)/2 =
0,18145g/gy o® esiguala 6® = ((0,1811g/g-{1)*+(0,1818 g/g-fi)?)/2 = (0,000 35 g/g)*.

La estimacion de maxima verosimilitud (EMV) del vector de parametros 0 = [0, ..., 6, ],
simbolizado como 6, es un valor de @ que maximiza la funcion de verosimilitud
L. (Cabe destacar que, en algunos casos, la funcion de verosimilitud tiene malti-
ples maximos locales y 8 puede no ser (inico). Por razones de eficiencia compu-
tacional y estabilidad, es ventajoso maximizar £ = In(L), lo cual en la mayoria de
las aplicaciones requiere optimizacion numérica. En términos generales, 8 tiene
propiedades notables: la distribucion de probabilidad de 8 es aproximadamente
gaussiana multivariante con una media 6 y matriz de covarianza Y3 = -H(0),
donde H (conocida como matriz hessiana) es la matriz de las segundas derivadas
parciales de ¢ evaluadas en 6, y la calidad de la aproximacion aumenta con la
cantidad de datos en los que se basa 0 (teorema 5.1 en [34]).

Ejemplo 4F (Comparacion interlaboratorio — Estimacion de maxima verosimilitud)
Consideremos la comparacion interlaboratorio CCQM-K145 con mediciones de frac-
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cion de masa de niquel en higado bovino proporcionadas por 17 laboratorios ex-
pertos [35]. Estos resultados, junto con sus incertidumbres estandar de medicion
asociadas, se resumen en la siguiente tabla.

Laboratorio  w(Ni)/ (mg/kg) Laboratorio  w(Ni)/ (mg/kg) Laboratorio  w(Ni)/ (mg/kg)

JSI 1.930(110) INACAL 2.010(60) PTB 2.077(35)
INMC 1.940(64) NMIA 2.020(50) LATU 2.080(59)
GLHK 1.942(92) NIM 2.022(23) LGC 2131(42)

LNE 1.958(75) NMI) 2.050(20) UME 2.150(30)
NIST 1.984(20) RISE 2.055(52) HSA 2180(80)
KRISS 1.993(33) NRC 2.070(50)

Tabla 1. Resultados de medicion de la fraccion de masa de niquel obtenidos en
la comparacion clave CCQM-K145.

Se puede utilizar un modelo de efectos de laboratorio para estos datos, que tenga
la misma forma general que el ejemplo 3E, con efectos de laboratorio gaussianos
de una media de 0 mg/kgy una desviacion estandar desconocida T. Este T cuantifi-
ca una fuente de incertidumbre que a menudo se llama incertidumbre oscura [36],
porque su presencia solo se descubre una vez que los resultados de las mediciones
obtenidos independientemente uno de otro se comparan entre si y se encuentran
mas dispersos de lo que sugieren las incertidumbres reportadas por los laborato-
rios participantes. Los errores de medicion se modelan como variables aleatorias
gaussianas con media 0 mg/kgy desviaciones estandar iguales a las incertidumbres
informadas, tal como fueron reportadas (es decir, se supone que estas se basan
en un gran nimero de grados de libertad). La eleccion de este modelo estadistico
también esta respaldada por el NIST Decision Tree [37].

Bajo la hipotesis simplificada de que las incertidumbres estandar asociadas con los
valores medidos son conocidas, la funcion de verosimilitud tiene dos argumentos
escalares: el valor medio general de la fraccion molar de niquel en el material, y, y
la incertidumbre oscura, 1. En este caso, la funcion de verosimilitud es un produc-
to de 17 funciones de densidad de probabilidad gaussianas, cada una relacionada
con el resultado de un participante, similar al ejemplo 4E. Por ejemplo, el término
correspondiente al laboratorio JSI es

__(1,930mg/kg - )*
2(72 + (0,110 mg/kg)?)

\/21T(T2 +(0,110 mg/kg)?)

Esto indica que, basandose Gnicamente en el resultado de la medicion de JSI, el
valor mas probable para p es el valor 1.930 mg/kg, medido por JSI, y que la incerti-
dumbre asociada con dicho valor debido a la presencia de la incertidumbre oscura

T es V12 + (0,110 mg/kg)>.
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Como se senald anteriormente, es preferible maximizar el logaritmo de la funcion de
verosimilitud, por lo que en este caso, se requiere del uso de un método de optimi-
zacion numeérica. Las estimaciones de maxima verosimilitud son fi = 2,043(15) mg/kg
y T = 0,044(14) mg/kg. Las incertidumbres estandar asociadas a estas estimaciones
se basan en el hessiano de la funcion de log-verosimilitud, descritas anteriormen-
te, a pesar de que solo tenemos 17 resultados de medicion. El método estadistico
del “bootstrap” parameétrico [38], presentado en el ejemplo 4), puede proporcionar
una evaluacion alternativa, que generalmente es una evaluacion de incertidumbre
confiable para las estimaciones de maxima verosimilitud.

Este ejemplo ilustra como el método de maxima verosimilitud puede ser utilizado
para combinar medidas independientes de la misma cantidad en un valor de
consenso, y como la incertidumbre estandar asociada con este resultado puede
ser evaluada, en particular cuando las mediciones que se estan combinando son
mutuamente inconsistentes.

Sin embargo, el método de maxima verosimilitud tiende a producir estimaciones
sesgadas de los parametros de interés [39, §3], y las evaluaciones aproximadas
de la incertidumbre utilizando la matriz hessiana de la funcion log- verosimilitud
pueden subestimar seriamente la verdadera varianza de las estimaciones [40,
§7], en particular cuando el nimero de resultados de medicion disponibles es
pequeino (menos de 15). En general, la estimacion de la maxima verosimilitud
restringida [41], por ejemplo como se implementa en el paquete R metafor [42],
o en los procedimientos bayesianos implementados en el NIST Decision Tree [37]
o en el NIST Consensus Builder [43] son preferibles.

Ejemplo 4G (Molnupiravir — Estimacion de maxima verosimilitud de la eficacia del
tratamiento) Bernal et al. (2022) [44] informaron los siguientes resultados finales del
ensayo clinico MOVe-OUT sobre la eficacia de molnupiravir contra COVID-19, para to-
dos los pacientes que habian sido asignados aleatoriamente al grupo de tratamiento
(800 mg de molnupiravir dos veces al dia durante 5 dias) y al grupo de control (pla-
cebo): 48 de los n, = 709 pacientes en el grupo de tratamiento, y 68 de los n, = 699
pacientes en el grupo de control, habian sido hospitalizados o fallecieron dentro de
los 29 dias posteriores a la participacion en el estudio.

A pesar de que el COVID-19 es una enfermedad infecciosa, modelaremos estas obser-
vaciones como resultados de distribuciones binomiales cuyo parametro p (la proba-
bilidad de hospitalizacion o muerte) depende de si los pacientes estaban tomando
molnupiravir (p,) o placebo (p,). Las correspondientes posibilidades de hospitaliza-
cion o muerte en los dos grupos son 0, = p,/(1-p,)y O, = p,/(1 - p,). Dado que
las estimaciones de maxima verosimilitud de p, y p, son p, = 48/709 = 0,0677 y
p, = 68/699 = 0,0973, la razon de posibilidades es 0,/0, = 0,674. Una razon de
posibilidades de 1 significa que el farmaco es tan efectivo como el placebo, y cuanto
mas pequeno sea esta razon, mas eficaz parecera ser el tratamiento.
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Para determinar si la razon de posibilidades es significativamente menor que 1, eva-
luaremos la incertidumbre del logaritmo de la razon de posibilidades, In(0,/0,) =
-0,395, lo cual tiene la ventaja de tener una distribucion de probabilidad que es
aproximadamente gaussiana [45]. Dado que el disefio del estudio garantiza que p,
y P, no estan correlacionados, tenemos:

u?(In(0,/0,)) = u*(In 0,) + u(In 0,).
Aplicando la formula de Gauss a cada término en el lado derecho de esta ecuacion,
obtenemos:
1 1

2 ~ + - 2
u?(n(0,/0,)) = =P mep1 =) (0,197)2.

La probabilidad de observar un logaritmo de la razon de posibilidades de -0,395
o menor (lo que indica que molnupiravir es al menos tan efectivo como lo sugie-
ren los resultados del ensayo), por simple casualidad y en ausencia de un efecto
beneficioso significativo, es aproximadamente igual a la probabilidad de que una
variable aleatoria gaussiana con una media 0 y desviacion estandar 1 sea menor
que -0,395/0,197 = -2,01. Esta probabilidad es solo un 2.2 %. Si el umbral de sig-
nificancia estadistica se establece en un 5 %, entonces los resultados de este en-
sayo sugieren que molnupiravir es eficaz. Sin embargo, un estudio clinico posterior
y mucho mas grande [46] establecio que “molnupiravir no redujo la frecuencia de
hospitalizaciones asociadas con el COVID-19 o muertes entre adultos vacunados de
alto riesgo en la comunidad”.

4.5. Métodos de Monte Carlo

Los métodos de simulacion de Monte Carlo se utilizan a menudo para la propaga-
cion de la incertidumbre. Ofrecen varias ventajas importantes sobre el enfoque
descrito en la Seccion 4.2: (i) no requieren el calculo de derivadas, ya sea analiti-
ca o numéricamente; (ii) son aplicables incluso cuando los modelos de medicion
involucran relaciones notablemente no lineales entre las cantidades de entrada
y salida; y (iii) proporcionan los elementos necesarios para caracterizar comple-
tamente la distribucion de probabilidad de la cantidad de salida.

Los métodos de Monte Carlo implican muestrear de las distribuciones de pro-
babilidad adecuadas un nimero especificado K de veces. El valor de K deberia
ser suficientemente grande para asegurar que las evaluaciones de incertidumbre
resultantes (incertidumbres estandar, intervalos de cobertura, etc.) alcancen el
nimero necesario de cifras significativas de manera reproducible.

El método de Monte Carlo utilizado para evaluar la incertidumbre asociada a un
mensurando en un modelo de medicion convencional, y = f(x,,...,X,), implica
los siguientes pasos:
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(a) Especificar una distribucion de probabilidad conjunta para las cantidades
de entrada.

(b) Elegir un entero positivo, K, lo suficientemente grande (segln lo mencio-
nado anteriormente), y extraer una muestra de tamano K de la distribu-
cion conjunta de las cantidades de entrada para obtener (x X )y e

1,100 %n1
(X1'K, . xn’K).

(c) Caleular y, = f(X; 1y es Xy 1), oo Vi = F(Xq s X ), QUE SON UN@ Muestra de
la distribucion de probabilidad de la cantidad de salida.

El método de Monte Carlo produce una muestra grande, Yireer Yir extraida de la
distribucion de probabilidad de la cantidad de salida, lo que hace posible ca-
racterizar completamente la incertidumbre asociada a y. Esta muestra se puede
resumir de varias maneras diferentes, dependiendo del proposito. Por ejemplo,
para un mensurando escalar, un intervalo de cobertura cuyos extremos son los
percentiles 2.5y 97.5 de la muestra, y,, ..., ¥,, captura un valor “tipico” de la can-
tidad de salida con una probabilidad del 95 %. En general, dicho intervalo no es
ni un intervalo de confianza clasico del 95 % ni un intervalo de credibilidad baye-
siano del 95 % para la media de la distribucion de y. En cambio, es un intervalo
de prediccion para el valor de la cantidad de salida [19, 47].

Ejemplo 4H (Estandar de calibracion de cadmio — Propagacion de incertidumbre me-
diante Monte Carlo) El ejemplo A1 de la Guia CG-4 de EURACHEM/CITAC [3] descri-
be la preparacion de un estandar de calibracion para espectroscopia de absorcion
atomica, donde una masa m, de cadmio con pureza w, se disuelve en acido pa-
ra obtener una solucion de volumen V. El modelo de medicion expresa la concen-
tracion masica de cadmio como y., = wymq,/V. Las cantidades de entrada tie-
nen los siguientes valores medidos e incertidumbres estandar: m.; = 100,28 mg,
u(mey) = 0,05mg; wey = 0,999900g/g, u(w,,) = 0,000058g/g; V = 100,00 mL, u(V) =
0,07 mL. La aplicacion de la formula de Gauss arroja una incertidumbre estandar de
u(ycy) = 0,0009 mg/mL.

Ahora, con el proposito de aplicar el método de Monte Carlo para la propagacion
de distribuciones, supongamos que my, W4 y V se modelan como variables aleato-
rias mutuamente independientes con medias iguales a sus valores medidos y des-
viaciones estandar iguales a sus incertidumbres estandar, y con una distribucion
gaussiana truncada en 0 mg para la masa (m,), una distribucion beta para la pureza
(wq), y una distribucion triangular simétrica para el volumen (V).

Dado un valor extraido de cada una de estas tres distribuciones, podemos calcular
un valor para y., utilizando el modelo de medicion indicado anteriormente. Hacer
esto 107 veces produce una muestra de Monte Carlo de tamario K = 107 extraida de
la distribucion de probabilidad de la concentracion de cadmio. La media y la des-
viacion estandar de esta muestra son y., = 1,0027mg/mLy u(y.4) = 0,000 9 mg/mL.
Esta evaluacion de la incertidumbre estandar coincide con la evaluacion aproxima-
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da utilizando la formula de Gauss por una cifra significativa. Sin embargo, el examen
de la muestra de Monte Carlo también muestra que la distribucion de probabilidad
de y.4 es unimodal y aproximadamente simétrica, pero no gaussiana. Por lo tanto,
evaluamos la incertidumbre expandida para una cobertura del 95 % asociada a y4
como la mitad de la diferencia entre los percentiles de 97.5y 2.5 de la muestra de
Monte Carlo, obteniendo 0.0017 mg/mL.

El método estadistico del “bootstrap” paramétrico [38] es un método de Monte
Carlo adecuado para evaluar la incertidumbre de medida para mensurandos que
son funciones de parametros de modelos estadisticos de medicion. La idea es
estimar los parametros de una distribucion de probabilidad (por ejemplo, utili-
zando minimos cuadrados, el método de momentos o maxima verosimilitud) y
luego proceder a muestrear de esta distribucion y usar la dispersion de los re-
sultados para caracterizar la incertidumbre de las funciones relevantes de los
parametros.

Por ejemplo, a menudo se utiliza una funcion lineal de calibracion para expresar
la relacion entre los valores de la concentracion de masa de un analito en una
solucion y las lecturas instrumentales, véase la pagina 98 de la Ref. [12]. La pen-
dientey la ordenada en el origen, que pueden ser estimadas mediante el método
de minimos cuadrados, son parametros de la distribucion de probabilidad de las
lecturas instrumentales. Sin embargo, también determinan el valor del mensu-
rando que corresponde a cualquier valor particular de la lectura instrumental. En
este caso, el “bootstrap” paramétrico (llamado “propagacion de distribuciones” o
“método de Monte Carlo” de acuerdo a Ref. JCGM 101:2008) extrae muestras de la
distribucion de probabilidad conjunta de la pendiente y la ordenada en el origen
para evaluar la incertidumbre asociada con las estimaciones del mensurando.
Los siguientes ejemplos 41 y 4 ilustran el uso del “bootstrap” paramétrico para
la evaluacion de la incertidumbre.

Ejemplo 4 (Titulacion argentométrica — Propagacion de la incertidumbre) Conside-
remos la medicion de la concentracion molar de cloruro de sodio en solucion acuosa
mediante titulacion con nitrato de plata y utilizando cromato de potasio como indi-
cador del punto final (método de Mohr), que fue introducido en el ejemplo 3A, segln
[49]. El volumen nominal de la solucion de cloruro de sodio es V(NacCl) = 100 mL, la
concentracion del titulante es c(AgNO,) = 100 mmol/L, de los cuales se consumie-
ron V(AgNO,) = 10 mL hasta alcanzar el punto final. La concentracion del indicador
fue c(K,CrO,) = 1,75mmol/L. Se asume que las concentraciones del titulante y del
indicador son conocidas exactamente.

En este caso consideraremos Unicamente el impacto de la incertidumbre en las de-
terminaciones volumétricasy en la determinacion visual del punto final. Suponiendo
que V(NaCl) se midio con una pipeta volumeétrica de Clase A, puede ser modelado uti-
lizando una distribucion de probabilidad triangular simétrica cuya funcion de den-
sidad de probabilidad tiene un grafico triangular simétrico el cual tiene una base de
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ancho 0.16 mL (es decir, la desviacion estandar es de 0,08/\/5 mL). Suponiendo que
V(AgNO,) se midio utilizando una bureta electronica con una resolucion de 0.01 mL,
modelamos A, V(AgNO,) utilizando una distribucion triangular simétrica cuyo ancho
es 0,01 mL, y modelamos la deteccion del punto final utilizando una distribucion
gaussiana cuyo intervalo de cobertura del 95% corresponde al volumen de una sola
gota (o una desviacion estandar de 0.025 mL). El modelo de medicion es

V(AgNO,) + A,V(AgNO,) + A V(AgNO,)
V(NaCl) + A, V(Nacl) ’

c(NaCl) = c(AgNO,)

donde A, V(AgNO,) y A, V(NaCl) denotan los errores al medir los volimenes de las
soluciones del analito y el titulante, y A V(AgNO,) denota el error en la determina-
cion del punto final. La aplicacion de la formula de Gauss, o de la NIST Uncertainty
Machine [50], que implementa tanto la formula de Gauss como el “bootstrap” pa-
ramétrico para la propagacion de distribuciones (método de Monte Carlo), da como
resultado c(NaCl) = 10,000 mmol/L y u(c(NacCl)) = 0,026 mmol/L, por lo tanto, una
incertidumbre estandar relativa del 0.26 %.

Un analisis mas elaborado de las reacciones quimicas que rigen esta titulacion, men-
cionado en el ejemplo 3A, revela que la diferencia entre el punto de equivalenciay el
punto final es una fuente de incertidumbre cuya contribucion puede ser comparable
alaincertidumbre evaluada anteriormente, dependiendo de la concentracion del in-
dicador K,CrO, y la estimacion preliminar de la concentracion desconocida c(NaCl).
En lugar de modelar esta fuente de incertidumbre probabilisticamente, como se hizo
anteriormente, Juris Meija et al. [15, ec. (19)] muestran que la concentracion de NaCl
se puede obtener resolviendo la siguiente ecuacion para el volumen de titulante,
Ve(AgNO,), necesario para alcanzar el punto final:

?

Kp1 \/ V(Nacl) + Vg(agnog)  c(Nact)V(Nact) - c(agNO; )V (AgNoO5)

V(Nact) + Vi (agNO5) P2 ¢(k,Cro, )V(Nacl) V(Nact) + Vi (agNos)
Ksp2
P2 ¢(k,cro, )V(Nact)

donde Ky, y K, son los productos de solubilidad de AgCly Ag,CrO,, respectivamen-
te, cuyos valores numéricos son logm[KSm/(mol/L)z] =-9,75y log10[Ksp2/(mol/L)3] =
-11,9 [49, tabla 1]. La diferencia relativa entre la estimacion resultante de ¢(NaCl) y
la estimacion convencional dada anteriormente es del 0.24 %.

Ejemplo 4) (Michaelis-Menten — Propagacion de incertidumbre mediante Monte
Carlo) La enzima B-galactosidasa cataliza la hidrolisis del sustrato o-nitrofenil-
B-D-galactopiranosido (ONPG, por sus siglas en inglés) para producir galactosa
y o-nitrofenol a una velocidad inicial v, que depende de la concentracion inicial
de ONPG, c,, segun la ecuacion de Michaelis-Menten [51, §30A-4] [52] [53]:

o

V=V _—
0 MAX
KM +C
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La velocidad maxima inicial v,,,, y la constante de Michaelis K;,, pueden esti-
marse a partir de los conjuntos de valores de ¢, y v,, que se enumeran en la
siguiente tabla [54, 55].

¢, / (mmolL™) 005 01 025 05 1 25 5 8 20

30

Vo / (pmolL min™") 3 52 144 303 49 86.2 1126 1362 170

177.7

Tabla 2. Resultados de medicion utilizados para estimar los parametros del
modelo de Michaelis-Menten para la hidrolisis de ONPG.

El modelo de medicion estadistica Vo, = Viax cO’j/(KM+c0J)+Av0J, paraj =1,...,10, su-
poniendo errores Av,, ,, ..., Av, ,, que son muestra de una distribucion gaussiana con

media 0 umol L™ min™y desviacion estandar o, puede ajustarse a los datos minimi-
zando T,V ; = Vyay Co/ (K * co’j))z, donde n = 10 es el nimero de observaciones.
Este problema de minimos cuadrados no lineales puede resolverse utilizando un op-
timizador numérico. Las estimaciones resultantes de los parametros en el modelo de
medicion estadistica mencionado anteriormente son v,,,, = 195 pmol L minTy KM =
3,27 mmol L™". La desviacion estandar de los {Av,;}se estimaen 6 = 3,09 umol L min",
basada en 8 grados de libertad.

Para evaluar las incertidumbres asociadas a V,,,, v K., empleamos el método de
“bootstrap” paramétrico, repitiendo las siguientes etapas un gran nimero K de ve-
ces,parak=1,..,K:

(1) Seleccionar aleatoriamente (extraer) una muestra e, ,,...,e,, de una distri-
bucion t de Student con 8 grados de libertad, redimensionada para tener una
desviacion estandar G, y generar Va,j,k = \70']-+ej’k, donde ‘70,;' = VMAXCOJ/(KM+COJ),
asegurandose que la distribucion de probabilidad de los va'j’k resultantes, para
j =1,..,10, esté truncada en 0 pmol L min~". Muestreamos de esta distribu-
cion t de Student, en lugar de una distribucion gaussiana, para identificar el
numero de grados de libertad en los que se basa 6.

(2) Ajustar el modelo de Michaelis-Menten a los n = 10 pares de valores de ¢, y v;
utilizando el mismo procedimiento mencionado anteriormente, para obtener
estimaciones de “bootstrap” de sus parametros, v

*

*
MAX,R y KM,k'

Las desviaciones estandar de las {v;‘MX’k} y de las {K;‘,"k} son las evaluaciones de
u(v,,) = 3umolL min™"y u(K,) = 0,18 mmolL™". Mientras que tales evaluaciones
de incertidumbre pueden, en circunstancias favorables, obtenerse utilizando apro-
ximaciones o incluso formulas exactas, la gran ventaja del “bootstrap” paramétrico
es su flexibilidad, lo que lo hace aplicable incluso en situaciones desafiantes, inde-
pendientemente de si se dispone de las formulas apropiadas.
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El “bootstrap” paramétrico también puede aplicarse para evaluar las incertidumbres
asociadas con las estimaciones de v,,,, vy de K;, producidas por el método amplia-
mente utilizado propuesto por Lineweaver y Burk [56], basado en la expresion li-
nealizada 1/v, = 1/v,,,, + (Ky/Vyua)/Co- Incluso cuando esta relacion se ajusta a los
datos utilizando pesos proporcionales a vé* [54], las estimaciones resultantes ain
presentan un sesgo notable y sus incertidumbres asociadas son mayores que sus
contrapartes para el modelo no lineal. La eleccion de los pesos tiene una influencia
significativa en la calidad de las estimaciones de los parametros de velocidad de
reaccion, lo que es otra razon para abandonar la version linealizada del modelo. En
este caso, el “bootstrap” paramétrico también propaga las incertidumbres asocia-
das con los pesos utilizados en la regresion lineal que produce las estimaciones WLB
(Weighted Lineweaver-Burk, por sus siglas en inglés), cuyas densidades de probabi-
lidad se representan en la figura 1, junto con las densidades de probabilidad de las
estimaciones obtenidas mediante optimizacion no lineal (NL).

(q\]
-
s N
2 NL >
c = . .
8 3 - 8 . Fig. 1. Densidades
g ° g de probabilidad de
o o M
o Viax Y Ky e'ﬁtlmadas
S J— ‘ a o ‘ ‘ — por regresion no
o

180 190 200 210 25 3.0 35 4.0 llneal§|>|L)ypor
regresion lineal

Vuax / ((umol/L)/min) K / (mmol/L) pOnderada (WLB)

4.6. Métodos no parameétricos

El método estadistico del “bootstrap” no paramétrico es ain mas audaz que el
“bootstrap” paramétrico [38]. Considera el conjunto de observaciones replicadas
disponibles de la cantidad de interés, {x, ..., X}, como si fueran una muestra in-
finitamente grande de una distribucion subyacente no especificada, y la vuelve
a muestrear repetidamente como se describe a continuacion. (Algunas versiones
del “bootstrap” son aplicables cuando las observaciones deben ser modeladas
como resultados de variables aleatorias mutuamente dependientes [57]). Para
evaluar la incertidumbre asociada con alguna funcion, y = f(x,,...,x,), de las
observaciones, repita los siguientes pasos para k = 1,...,K, un nimero adecua-
damente grande K de veces:

(a) Extraiga un solo valor del conjunto {x,, ..., x,} de tal manera que todos ten-
gan la misma probabilidad de ser extraidos, registre su valor y devuelva el
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valor extraido al conjunto. Repita esto n veces para obtener una muestra
de “bootstrap” {xj ,,..., X .}: es decir, cada observacion x; tiene la misma

probabilidad de ser extraida en la k-ésima muestra de “bootstrap”, y puede
ser extraida varias veces en esta muestra porque el muestreo se realiza con
reemplazo.

(b) Calcule la réplica de “bootstrap” vy = f(X 4y s X; )-

La desviacion estandar de las réplicas de “bootstrap” y7, ..., ¥ €s una evaluacion
de u(y), y los percentiles 2.5y 97.5 del conjunto de estas réplicas son los extremos
de un intervalo de cobertura del 95 % (generalmente asimétrico) para el valor
verdadero de y.

Los métodos no paramétricos pueden ser Utiles para producir evaluaciones de
incertidumbre con minimas suposiciones sobre los resultados de medicion, por
ejemplo, para evaluar la incertidumbre asociada con la mediana de determina-
ciones replicadas de la misma cantidad, lo cual puede hacerse ya sea mediante la
aplicacion del “bootstrap” no paramétrico, o mediante la inversion de la prueba
de signos [58, Capitulo 3]. El Material Suplementario detalla la prueba de sig-
nos, y explica como su inversion produce intervalos de cobertura validos para la
mediana.

Ejemplo 4K (Basaltos del Monte Submarino Verde — “Bootstrap” no paramétrico para
la mediana de la fraccion de masa de Ti02) Las siguientes determinaciones de la
fraccion de masa de TiO,, expresadas en mg/g, de n = 22 muestras de basaltos de
la dorsal mesoceanica del Monte Submarino Verde en el Océano Pacifico cerca de
México, descritas por Allan et al. [59], se enumeran en la base de datos Smithsonian
Abyssal Volcanic Glass Data File de la institucion Smithsonian[60, 61]: 15.2, 14.2, 151,
15.0, 12.4,12.2, 12.7, 14.9, 14.0, 14.0, 14.4, 201, 20.5, 11.2, 13.7, 141, 12.7, 12.8, 17.9, 11.7, 131,
13.5.

Es muy improbable que estas determinaciones sean una muestra de una distribu-
cion gaussiana (la prueba de Shapiro-Wilk [62] de forma gaussiana arroja un valor de
p de 0.003), pero parecen ser consistentes con una distribucion simétrica (la prue-
ba de simetria propuesta por Miao et al. [63] arroja un valor de p de 0.32). Por lo
tanto, puede ser razonable considerar un modelo de error de medicion para estas
determinaciones de la forma Wops; = W+ Aw; para i =1,..,n, de manera similar
al ejemplo 3D, pero donde w denota la verdadera fraccion de masa de TiO,, y los
errores de medicion Aw,, ..., Aw, son una muestra de una distribucion (doble expo-
nencial) de Laplace (una prueba de si la muestra mencionada podria provenir de una
distribucion de Laplace [64] arroja un valor de p de 0.99). En estas circunstancias, el
estimador de maxima verosimilitud de w es la mediana, 14.0 mg/g.

La incertidumbre asociada con la mediana puede evaluarse utilizando el “bootstrap”
no parameétrico, lo que implica tomar un gran nimero K, de muestras aleatorias de
tamano n = 22, extraidas con reemplazo del conjunto de 22 valores observados an-
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teriormente, como se explica en la seccion 4.6, y calcular la mediana de cada una de
estas muestras.

La fiabilidad de la desviacion estandar para estas réplicas de “bootstrap” de la me-
diana, como evaluacion de la incertidumbre estandar asociada a la mediana, de-
pende tanto del nimero total de réplicas, como del nimero de réplicas que son
numéricamente diferentes entre si. En general, K no deberia ser pequeiio (al me-
nos 1000), y el nimero de réplicas numéricamente diferentes deberia ser lo sufi-
cientemente grande como para que K sea una fraccion pequefia del nimero, N, de
posibles muestras de “bootstrap” diferentes. En este caso, en el cual las determi-
naciones comprenden m = 20 valores numéricamente diferentes, K = 10° es una
pequefia fraccion de Ny = 7 x 10" [65].

La evaluacion resultante de la incertidumbre estandar de la mediana de la fraccion
de masa de TiO, fue de 0.41mg/g, con un intervalo de cobertura del 95 % para la
misma cantidad que oscilo entre 129 mg/g y 14.7mg/g. Una evaluacion alternativa
de la incertidumbre para la mediana se puede obtener mediante la inversion de la
prueba de signos [58, capitulo 3], que proporciona un intervalo de cobertura del 95 %
que varia entre 12.8 mg/gy 14.9 mg/g.

Ejemplo 4L (Secuenciacion de ADN — Evaluacion de incertidumbre de medida me-
diante el método de Monte Carlo para una propiedad nominal) La base nitrogenada
en una posicion particular de un fragmento de ADN extraido del Material de Refe-
rencia 8256 del NIST, Salmon Coho capturado en estado salvaje [8], fue identificado
como adenina (A) mediante secuenciacion de alto rendimiento (secuenciacion de
“Oltima generacion”). Sin embargo, la probabilidad asociada a la identificacion erro-
nea, reportada en el archivo de formato FASTQ resultante, fue inusualmente alta:
0.16. En ausencia de otra informacion, las probabilidades de las cuatro bases nitro-
genadas en ese locus son de 0.84 (que es 1-0,16) para A (adenina), y 0,16/3 = 0,053
para cada una de las restantes bases: C (citosina), G (guanina) y T (timina). Esta dis-
tribucion de probabilidad discreta caracteriza completamente la incertidumbre en
la identificacion de la base nitrogenada en esa posicion del ADN. El muestreo de
Monte Carlo de distribuciones similares para las diferentes posiciones del fragmen-
to de ADN genera réplicas de la composicion del fragmento, que luego pueden ser
alineadas y comparadas con secuencias de referencia de especimenes de especies
estrechamente relacionadas, con el fin de identificar el material (ver ejemplo 4L).

4.7. Métodos bayesianos

La estimacion bayesiana de los parametros del modelo y sus incertidumbres aso-
ciadas proporciona el medio para combinar informacion previa sobre el mensu-
rando con nueva informacion de los resultados de medicion recién adquiridos
[66]. En modelos estadisticos de medicion (ver Seccion 3), el mensurando es una
funcion de los parametros de la distribucion de probabilidad de las cantidades
de entrada. El enfoque bayesiano para la estimacion y evaluacion de la incerti-
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dumbre en modelos estadisticos de medicion implica modelar esos parametros
como valores (no observables) de variables aleatorias, y los datos de medicion
como resultados observados de variables aleatorias cuyas distribuciones depen-
den de los valores desconocidos de estos parametros [12, pagina 204].

Los métodos bayesianos requieren que el conocimiento previo sobre esos para-
metros, antes de llevar a cabo el experimento de medicion, esté contenido en una
distribucion de probabilidad, que es convenientemente llamada la distribuciéon
a priori. La estimacion del mensurando y evaluacion de incertidumbre asociada
se derivan de la distribucion conjunta de los parametros del modelo, condicio-
nadas por la informacion proporcionada por los datos. Esta distribucion condi-
cional, llamada la distribucion a posteriori, se obtiene mediante la aplicacion del
Teorema de Bayes [67], que establece que la funcion de densidad de probabili-
dad a posteriori de los parametros es proporcional al producto de su funcion de
densidad de probabilidad a priori conjunta y la funcion de verosimilitud.

Ejemplo 4M (Masa molar del iridio — Teorema de Bayes) Consideremos las tres de-
terminaciones independientes de la masa molar del iridio del ejemplo 3E. La fun-
cion de verosimilitud es un producto de tres funciones de densidad de probabilidad
gaussianas, de manera similar al ejemplo 4F. Se asume que los dos parametros del
modelo de medicion, My T, son a priori independientes.

La masa molar M tiene una distribucion a priori gaussiana cuya media y desviacion
estandar corresponden al peso atomico estandar (masa atomica relativa) del iridio,
192,217+0,003, publicado en 1993 [68]. La distribucién a priori para T es semi-Cauchy,
con una mediana de 0.000 4 g/mol, como se menciona en el ejemplo 3E. (La distri-
bucion de semi-Cauchy, usada cominmente para componentes de varianza [69], es
la distribucion t de Student con 1 grado de libertad, truncada en cero). Esta eleccion
de datos previos equivale a decir que esperamos que la media de los tres valores
medidos listados en el ejemplo 3E se alinee con el valor del peso atomico estandar
(masa atomica relativa) del iridio publicado en 1993, sin descartar la posibilidad de
considerables discrepancias entre los valores medidos actualmente.

La funcion de densidad de probabilidad g, de la distribucion a posteriori conjunta
deMyrT,es
q(MI T) & PM(M) x pT(T? x I:datOS(M' T?,

a priori conjunta  verosimilitud

donde los datos comprenden los tres valores medidos de la masa molar del iridio
dados en el ejemplo 3E (Mo, Moo, Y My, 5) junto con las incertidumbres de me-
dicion asociadas u(Mg,), UM ,) ¥ UMy, ;). Ademas, py, es la funcion de densi-
dad de probabilidad de la distribucion a priori de M, que es gaussiana con media
192.217 g/mol y desviacion estandar 0.0015g/mol, y p_ es la funcion de densidad de
probabilidad de la distribucion a priori de T, que es la distribucion semi-Cauchy con
mediana 0.000 42 g/mol mencionada anteriormente. (Usamos la mediana para espe-
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cificar una distribucion semi-Cauchy particular, porque los miembros de esta familia
de distribuciones no tienen media finita.)

En la practica, el Teorema de Bayes rara vez se utiliza directamente dado que
involucra integrales (o sumas) que no pueden ser evaluadas analiticamente o
pueden ser demasiado complicadas de calcular numéricamente. En su lugar, se
utilizan los métodos de Monte Carlo basados en cadenas de Markov (MCMC, por
sus siglas en inglés) para obtener muestras de las distribuciones a posteriori in-
dependientemente de su complejidad [69]. El algotimo Random Walk Metropolis
(RWM, por sus siglas en inglés), el muestreo de Gibbsy el algoritmo hamiltoniano
de Monte Carlo son versiones ampliamente utilizadas de MCMC [70, 71].

Ejemplo 4N (Masa molar del iridio — Métodos de Montecarlo basados en cadenas de
Markov) Utilizaremos el muestreo MCMC para obtener muestras de la distribucion
a posteriori de M y T, como se especifica en el ejemplo 4M. Emplearemos una ver-
sion particularmente simple de MCMC: el algoritmo RWM con una distribucion pro-
puesta simétrica (cuyo significado se aclara mas adelante). Esto implica repetir los
siguientes pasos un gran nimero K de veces, después de hacer una eleccion inicial
de valores razonables, M, y 7, para asignaraMy T [12], parak =1,...,K:

(1) Calcular p(M,, T,) = py(M,)p (T, )L(M,, T,) (suprimiendo la referencia a los datos
que normalmente se haria en el subindice de L).

(2) Generarun parde candidatos (M*,7*) en las proximidades de (M,, T,), y calcular
p(M*,T*) como se menciond anteriormente. Suponemos que (M*,T*) es una
extraccion de una distribucion circularmente simétrica, gaussiana bivariada
centrada en (M,,T,) con desviaciones estandar especificadas y pequenas, la
lamada distribucion propuesta.

(3) Calcular a = p(M*,T%)/p(M,, T}).

(4) Si a > 1, entonces aceptar los valores propuestos de los parametros y es-
tablecer M,,, = M*y T1,,, = T%. Si a < 1, entonces obtener un nimero z de
una distribucion uniforme entre 0y 1, y aceptar los valores propuestos solo si
a > z. De lo contrario, mantener los valores actuales estableciendo M, ., = M,

VYTrq = Tpe

La porcion inicial (normalmente la primera mitad) de la secuencia de muestras,
(M, 7,), ..., (M, T,), suele ser descartada para asegurar que el MCMC haya alcanzado
el equilibrio y esté efectivamente generando muestras de la distribucion a posteriori
prevista. También se puede hacer una reduccion de la secuencia (conservando por
ejemplo solo los pares de valores cuyos indices k sean mdltiplos de 10 o 25), antes
de usarla para producir estimaciones de los parametros y evaluaciones de incerti-
dumbre.

Aplicar la version de este algoritmo implementada en la funcion MCMCmetropiR del
software R, definida en el paquete MCMCpack [72], con K = 5 x 10°, utilizando los tres
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resultados de medicion para M listados en el ejemplo 3E, descartando los primeros
K /2 pares de valores de los parametros, y reduciendo el resto para mantener solo
cada par de valores miltiplo de 25, produce una muestra MCMC de un tamano de
10 000. La media de la distribucién a posteriori de M es M = 192,217 1(4)g/mol, y la
estimacion de la incertidumbre oscura es la mediana de la distribucion a posteriori
de T, T =0,0005g/mol (elegimos la mediana para T, dado que la distribucion de T es
notablemente asimétrica, con una cola derecha mucho mas pesada que la izquierda).

Los modelos y métodos bayesianos nos permiten incorporar informacion propor-
cionada por los resultados de mediciones recientes junto con cualquier informa-
cion preexistente relevante sobre los mensurandos o incluso sobre otras canti-
dades que sean relevantes para la medicion, como se ilustra en los ejemplos 40
y 4P. Las técnicas bayesianas también ofrecen formas flexibles de respetar res-
tricciones que algunos parametros o mensurandos deben cumplir, por ejemplo,
que las fracciones de masa deben ser positivas o que la pureza no puede exceder
1g/g, eincluso pueden propagar la incertidumbre que a menudo rodea a los mo-
delos empiricos de medicion (por ejemplo, en relacion con la eleccion del grado
de un polinomio que se utiliza como curva de calibracion o analisis en metrologia
de gases [73]).

Ejemplo 40 (Nitrato en agua de mar — Caracterizacion bayesiana de la precision de
medicion) Cuatro determinaciones espectrofotométricas de la fraccion de masa de
nitrato en una muestra de agua de mar se obtuvieron bajo condiciones de repetibi-
lidad de la medicion utilizando el método de Griess: w,,_/(mg/kg) = 01514, 0.1523,
01531y 0.1545.

Basandonos en el desempeno pasado de este método de medicion, sabemos que la
incertidumbre relativa es tipicamente del 1 %, pero a veces podria ser tan baja como
0.33 % o tan alta como 3 %. Esta informacion previa sobre la desviacion estandar de
la repetibilidad puede ser modelada utilizando una distribucion gamma centrada en
alrededor 1 % con la mayoria (por ejemplo, el 90 %) de su probabilidad distribuida
entre 0.33 %y 3 %. Dicha distribucion gamma tiene una forma a = 2,619 y una escala
B =1248kg/mg.

El modelo estadistico de medicion Wops,i = W+ AW, ;, para i=1,..,4, relaciona las
observaciones de la fraccion de masa de nitrito con su valor verdadero w, donde
los errores de medicion {Awobs',.} se asumen como una muestra de una distribucion
gaussiana con media 0 mg/kg y desviacion estandar o. La informacion previa so-
bre o esta contenida en la mencionada distribucion gamma. Una distribucion previa
gaussiana poco informativa para w, con media 0 mg/kgy una desviacion estandar de
1mg/kg, truncada en cero, refleja la expectativa previa sobre el orden de magnitud
de w.

MCMC se utiliza para producir una muestra grande de la distribucion condicional de
los parametros, w y g, dadas las cuatro observaciones. El promedio de los valores de
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w en esta muestra, 0152 8 mg/kg, es la estimacion bayesiana de w, y su desviacion
estandar, 0.0010 mg/kg, es la estimacion bayesiana de u(w).

Es importante tener en cuenta que esta evaluacion bayesiana de la incertidumbre
estandar es aproximadamente un 50 % mas grande que la evaluacion convencional
de Tipo A de la incertidumbre estandar asociada al promedio de las cuatro répli-
cas. Esto no es sorprendente, dado que los métodos bayesianos suelen considerar
las contribuciones de incertidumbre de manera mas exhaustiva que los métodos
clasicos. Este ejemplo muestra que tener en cuenta informacion previa sobre una
cantidad auxiliar — la precision de la medicion o, en este caso — puede afectar signi-
ficativamente las conclusiones alcanzadas sobre el mensurando de interés primario,
que era la fraccion de masa de nitritos.

Ejemplo 4P (Molnupiravir — Reconsideracion escéptica mediante modelado baye-
siano) Pogue and Yusuf [74] sugieren que “la mayoria de las intervenciones clinica-
mente relevantes probablemente reduciran el riesgo relativo de resultados impor-
tantes, como infarto de miocardio, accidente cerebrovascular o muerte, en aproxi-
madamente un 10-20 %", y Higgins y Spiegelhalter [75] senalan que es comin en la
investigacion médica ver como el optimismo de los primeros resultados se apaga
con investigaciones posteriores. El ejemplo 4G describe un caso de tal optimismo
inicial sobre el molnupiravir, impulsado por los resultados informados por Bernal et
al. [44], que mostraron una reduccion del (0,0973 - 0,0677)/0,0973 = 30 % en la fre-
cuencia de hospitalizaciones o muertes. El posterior, y mucho mas grande, ensayo
PANORAMIC redujo esas altas expectativas [46].

Higgins y Spiegelhalter [75] han demostrado comon un enfoque bayesiano para el
analisis de los resultados de ensayos clinicos puede inyectar una medida de escepti-
cismo que contrarresta el optimismo potencialmente excesivo y temprano sobre una
intervencion. Si el tratamiento y el placebo tienen aproximadamente el mismo efec-
to, entonces la razon de posibilidades correspondiente deberia ser 1. Por lo tanto,
una reduccion del 25 % en las posibilidades de hospitalizacion o muerte situaria la
razon de posibilidades en 0.75. Para que una variable aleatoria gaussiana con media
[n(1) = 0 tome un valor menor a [n(0,75) con una probabilidad del 5 %, su desviacion
estandar necesita ser In(0,75)/(-1,645) = 0,175, donde -1,645 es el percentil 5 de
una distribucion gaussiana con media cero y desviacion estandar unitaria.

Por lo tanto, podemos utilizar una distribuciéon a priori gaussiana con una media
de 0 y una desviacion estandar de 0.175 para expresar la creencia previa de que es
bastante improbable (probabilidad menor al 5 %) que un nuevo tratamiento pueda
reducir las posibilidades de hospitalizacion o muerte en mas de un 25 %. Dado que
la distribucion de probabilidad del logaritmo de la razon de posibilidades medida
en el ejemplo 4G es aproximadamente gaussiana [45], un resultado de la teoria de la
probabilidad [76, teorema 1] implica que la distribucion posterior del valor verdadero
del logaritmo de la razon de posibilidades también es gaussiana, con una media de
(-0,395/0,197%2+0/0,175%)/(1/0,197%+1/0,175%) = -0,174 y una desviacion estandar
de /(1/(1/0,1972 + 1/0,1752)) = 0,131.
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El analisis convencional en el ejemplo 4G arrojo un z-score de -0,395/0,197 = -2,01
para la eficacia del molnupiravir, lo que sugiere una significancia cuestionable para
el efecto del tratamiento. Sin embargo, una vez que se introduce una mirada escép-
tica acerca del valor verdadero del logaritmo de la razon de posibilidades, el mol-
nupiravir no parece ser decisivamente mas eficaz que el placebo (la probabilidad
posterior de que asi sea es solo del 91 %). Por lo tanto, este reanalisis escéptico y
bayesiano de los resultados del ensayo clinico reportado por Bernal et al. [44] arro-
ja conclusiones similares a las que se obtienen del ensayo mas grande y reciente
reportado por Butler et al. [46]: que el molnupiravir no es un tratamiento significa-
tivamente beneficioso para la COVID-19.

Butler et al. (2023)

PIL AN

Estudio PA.NORAMIC
Modelo escéptico Fig. 2. Evaluar los resultados de los
Modelo clasico ensayos clinicos con modelos
. . . . . . bayesianos escépticos puede conducir
08 -06 04 -02 00 02 04 aconclusiones mas confiables que los
Logaritmo de la razén de posibilidades (molnupiravir) métOdOS CléSiCOS de anélisis

estadistico.

5. Reporte de incertidumbre de medicion

Las incertidumbres de medicion deben ser reportadas de tal manera que sean
adecuadas para el uso previsto, lo que deberia modelar tanto la forma de ex-
presion como el nimero de cifras utilizadas. La clausula 7.2.6 de la GUM [2] reco-
mienda que las evaluaciones de incertidumbre se informen “con un maximo de
dos cifras significativas, aunque en algunos casos puede ser necesario mantener
cifras adicionales para evitar errores de redondeo en calculos posteriores.”

En la mayoria de los casos, especificar un conjunto de valores del mensurando
que se cree que incluyen su valor verdadero con una probabilidad especifica,
es suficiente como expresion de la incertidumbre de medicion. La forma en que
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se construye dicho conjunto o intervalo depende del método utilizado para la
evaluacion de la incertidumbre como se describe en la seccion 4, pero nece-
sariamente implica alguna suposicion sobre la distribucion de probabilidad del
mensurando.

Si dicho intervalo, y + U,(y), cubre el valor verdadero del mensurando con una
alta probabilidad, tipicamente a > 0,9, entonces decimos que U,(y) es una in-
certidumbre expandida de y con una probabilidad de cobertura del 100a %. Por
convencion, la incertidumbre expandida para una cobertura del 95 % es el doble
de la incertidumbre estandar (ver Seccion 6.5 de [77]). Esto esta motivado por
el sorprendente hecho de que, en muchos casos, un intervalo de cobertura de la
forma y+2u(y) logra una probabilidad de cobertura de aproximadamente el 95 %
incluso cuando la distribucion de probabilidad es notablemente asimétrica (ver
Paginas 68 y A-9 de [78])).

Ejemplo 5A (Resultado de medicion de una masa) m = 100,02147 g con una incer-
tidumbre estandar asociada de u(m) = 0,00035g, también expresado como m =
100,02147(35) g. El valor verdadero de m se encuentra en el intervalo (100,02147 *
0,00070)g, o entre 100,02077¢g < m < 100,022 17 g, con aproximadamente un 95% de
probabilidad.

Ejemplo 5B (Peso atomico estandar del boro) El peso atomico (masa atomica rela-
tiva) de varios elementos varia significativamente entre los materiales terrestres.
Dado que el boro es uno de estos elementos, su peso atomico estandar se ex-
presa en forma de un intervalo, A’(B) = [10,806,10,821], lo que significa que el
peso atomico del boro en un material terrestre no especificado, A (B), esta entre
10,806 < A (B) < 10,821, con al menos un 95% de probabilidad [20].

Cuando el resultado de una evaluacion de incertidumbre de medicion esta des-
tinado a ser utilizado en ejercicios posteriores de propagacion de incertidumbre
que involucren métodos de Monte Carlo o bayesianos, entonces la expresion de
la incertidumbre de medicion debe ser una distribucion de probabilidad com-
pletamente especificada para la magnitud medida, o la muestra extraida de una
distribucion de probabilidad que caracterice el nivel de conocimiento sobre la
magnitud medida debe ser lo suficientemente grande.

Ejemplo 5C (Fraccion de masa de acido benzoico - incertidumbre de medicion pa-
ra una propiedad cuantitativa) El nivel de conocimiento sobre la fraccion de masa
de acido benzoico en el NIST PS1, Estandar Primario para RMN Cuantitativo (Acido
Benzoico), esta caracterizado por una distribucion beta que se aproxima a la distri-
bucion posterior bayesiana con parametros de forma o = 88873,7y B = 7,11 [79]. La
desviacion estandar de esta distribucion beta es una evaluacion de la incertidum-
bre estandar asociada con la fraccion de masa del acido benzoico del NIST PS1, y
los intervalos creibles de su valor verdadero, con una probabilidad especifica, que
también pueden derivarse de la misma distribucion.
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La incertidumbre de medicion para los mensurandos nominales puede expresar-
se en términos de la entropia de Shannon [80, 81] de la correspondiente distri-
bucion de probabilidad discreta .

Ejemplo 5D (Identificacion del salmon — incertidumbre de medicion para una pro-
piedad nominal) Un gran nimero de réplicas de Monte Carlo (véase ejemplo 4L) de
la composicion de un fragmento de ADN particular extraido del Material de Refe-
rencia NIST 8256, Salmon Coho capturado en estado salvaje [8], fueron alineadas y
comparadas con secuencias de referencia de especimenes de referencia de varias
especies estrechamente relacionadas de salmon. Las frecuencias de las coinciden-
cias mas cercanas fueron las siguientes: Coho (p, = 0,921), Steelhead (p, = 0,048),
Chinook (p; = 0,022), Sockeye (p, = 0,005), Pink (p; = 0,003), Chum (p, = 0,001) y
Atlantic (p, = 0,000). La entropia de Shannon de esta distribucion de probabilidad
discreta, S = —Zi7=1 p; In(p;) = 0,36, resume la dispersion de la unidad de probabili-
dad de las siete posibles identidades del material, por lo tanto cuantifica la incerti-
dumbre de medicion para un mensurando nominal. Cuanto mayor sea la entropia de
Shannon, mayor sera la incertidumbre. (El valor mas alto que puede tener la entropia
de Shannon en este caso es 1.95, que se logra cuando las siete especies se consi-
deran igualmente probables. Cuando se esta seguro sobre la especie en cuestion, la
entropia de Shannon alcanza su valor minimo de 0). La entropia de Shannon tam-
bién es relevante para distribuciones de probabilidad continuas. Por ejemplo, una
distribucion gaussiana con desviacion estandar o tiene una entropia de Shannon
S =In(o) + 2 In(2me).

El intervalo mas corto con una probabilidad de cobertura especificada no nece-
sariamente debe ser simétrico alrededor del valor medido. El método de Monte
Carlo puede utilizarse para propagar incertidumbres expresadas asimétricamen-
te, ya sea como intervalos asimétricos (ejemplo 5E) o como distribuciones de
probabilidad asimétricas, sin “simetrizarlas” primero [82].
Ejemplo 5E (Intervalos de cobertura asimétricos) La fraccion de masa de acido ben-
zoico en el Estandar Primario PS1del NIST para RMN cuantitativo es de 999,92t8:82 mg/g
con un 95 % de confianza. Esto significa que se cree que el valor verdadero de es-
ta fraccion de masa esta entre 999.86 mg/g y 999.96 mg/g con el nivel de confianza
indicado.
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Aclaracion

Algunas entidades comerciales, equipos, software o materiales pueden ser iden-
tificados en esta contribucion para describir un procedimiento experimental o
computacional, o para ilustrar adecuadamente un concepto. Tal identificacion
no implica recomendacion o respaldo por parte de la IUPAC, el National Research
Council (NRC) Canada o el National Institute of Standards and Technology (NIST),
ni tampoco implica que las entidades, equipos, software o materiales identifica-
dos sean necesariamente los mejores disponibles para su proposito previsto.
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Apéndice: Material complementario

Codigos de programacion escritos en los lenguajes Ry Stan. El entorno R para el
modelado estadistico y el analisis de datos esta disponible gratuitamente para
su descarga en The R Project for Statistical Computing, con material de apoyo en
Manuals.

Los abundantes comentarios intercalados dentro del codigo no tienen como ob-
jetivo ensenar los lenguajes R o Stan, con los que se supone que el lector ya esta
familiarizado. En cambio, sirven para aclarar el proposito del codigo que les con-
tinua. Las porciones de lineas de codigo después de “##” (R) o de “/ /" (Stan) son
comentarios ignorados en los calculos.

Una vez que se hayan instalado los paquetes complementarios necesarios, los
siguientes codigos R deberian ejecutarse si se procesan a través de la consola R,
en Emacs Speaks Statistics (ESS) en GNU Emacs, o en RStudio Integrated Deve-
lopment Environment.

Las referencias bibliograficas aparecen con nimeros entre corchetes, y su detalle
aparece en Referencias a partir de la pagina 31. Cualquier referencia que no figure
en dicho apartado se especifica en detalle a continuacion del codigo.

Ejemplo 3E (Masa molar del iridio — Modelo de efectos de laboratorio)

## Chang et al. (1992) : Ir191/Ir193 = 0.59399, u(Ir191/Ir193) = 0.00103
## Walczyk et al. (1993) : Ir191/Ir193 = 0.59418, w(Ir191/Ir193) = 0.00037
## Zhu et al. (2017) : Ir191/Ir193 = 0.59290, w(Ir191/Ir193) = 0.00021
r.C = 0.59399; ur.C = 0.00103 ## mol/mol

r.W = 0.59418; ur.W = 0.00037

r.Z = 0.59290; ur.Z = 0.00021

## AME 2020 Atomic Mass Evaluation (Wang et al. 2021)

Ir191.x = 190960591.5 / 1e6 ## dalton
Ir191.u = 1.4 / 1e6
Ir193.x = 192962923.8 / 1e6
Ir193.u = 1.4 / 1le6

## Fracciones de cantidades isotépicas correspondientes a la Telacion
## isotopica C (Chang et al., 1992), estimacién correspondiente de la
## masa molar del iridio y evaluacidn de la incertidumbre asoctiada

## medtante la aplicaciéon del método de Monte Carlo

Ir191.C.x = r.C/(1+r.C)
Ir193.C.x = 1-Ir191.C.x
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K = 1le7

rB = rnorm(K, mean=r.C, sd=ur.C)

Ir191.C.xB = rB/(1+rB)

Ir193.C.xB = 1 - Ir191.C.xB

Ir.C.x = (Ir191.C.x*Ir191.x + Ir193.C.x*Ir193.x)
Ir191.xB = rnorm(K, mean=Ir191.x, sd=Ir191.u)

Ir193.xB rnorm(K, mean=Ir193.x, sd=Ir193.u)

Ir.C.u = sd(Ir191.C.xB*Ir191.xB + Ir193.C.xB*Ir193.xB)

## Fracciones de cantidades isotépicas correspondientes a la relacion
## isotopica W (Walczyk et al., 1993) estimacién correspondiente de la
## masa molar del iridio y evaluacidén de la incertidumbre asociada

## mediante la aplicacion del método de Monte Carlo

Ir191.W.x = r.W/(1+r.W)
Ir193.W.x = 1-Ir191.W.x
K = 1e7

rB = rnorm(K, mean=r.W, sd=ur.W)

Ir191.W.xB = rB/(1+rB)

Ir193.W.xB = 1 - Ir191.W.xB

Ir.W.x = (Ir191.W.x*Ir191.x + Ir193.W.x*Ir193.x)
Ir191.xB = rnorm(K, mean=Ir191.x, sd=Ir191.u)

Ir193.xB rnorm(K, mean=Ir193.x, sd=Ir193.u)

Ir.W.u = sd(Ir191.W.xB*Ir191.xB + Ir193.W.xB*Ir193.xB)

## Fracciones de cantidades isotépicas correspondientes a la relacion
## isotopica Z (Zhu et al., 2017), estimactién correspondiente de la
## masa molar del iridio y evaluacidén de la incertidumbre asociada

## mediante la aplicacidon del método de Monte Carlo

Ir191.Z.x = r.Z/(1+r.2)
Ir193.Z.x 1-Ir191.7Z.x

K = 1e7

rB = rnorm(K, mean=r.Z, sd=ur.Z)

Ir191.Z.xB = rB/(1+rB)

Ir193.Z.xB = 1 - Ir191.Z.xB

Ir.Z.x = (Ir191.Z.x*Ir191.x + Ir193.Z.x*Ir193.%)
Ir191.xB = rnorm(K, mean=Ir191.x, sd=Ir191.u)

Ir193.xB = rnorm(K, mean=Ir193.x, sd=Ir193.u)

Ir.Z.u = sd(Ir191.Z.xB*Ir191.xB + Ir193.Z.xB*Ir193.xB)

## Estimaciones de la masa molar del iridio correspondientes a las
## determinaciones de las relaciones isotépicas de C, W vy Z, y las
## incertidumbres estandar asociadas

options(digits=8)
c(Ir.C.x, Ir.W.x, Ir.Z.x)
## 192.21677 192.21662 192.21763

round(c(Ir.C.u, Ir.W.u, Ir.Z.u), 5)
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## 0.00081 0.00029 0.00017

## Evaluacidon simplista de la incertidumbre oscura: exceso de

## wvartabilidad de los valores medidos, por encima de lo

## que las incertidumbres estdndar asociadas a ellos sugieren que
## deberia ser la variabilidad.

## Desviacidon estdndar de las estimaciones de la masa molar de C, Wy Z
s = sd(c(Ir.C.x, Ir.W.x, Ir.Z.x)) ## 0.00054

## Promedio geométrico de las tincertidumbres estdandar asociadas

g = exp(mean(log(c(Ir.C.u, Ir.W.u, Ir.Z.u)))) ## 0.0003/

s/g ## 1.6

## Evaluaction simplista de tau (incertidumbre oscura)
sqrt(s™2 - g72) ## 0.00043 g/mol
sqrt (0.0005472 - 0.0003472) ## 0.00042

## Prueba  de Cochran [20] de consistencia mutua de los resultados de

## medicion y evaluacidon de DerSimonian-Laird de la incertidumbre oscura
require (metafor)

rma(yi=c(Ir.C.x, Ir.W.x, Ir.Z.x), sei=c(Ir.C.u, Ir.W.u, Ir.Z.u), method="DL")

## Prueba de heterogenetdad: Q(df = 2) = 9.61, p-val = 0.0082

## Como el walor de p es muy pequefio, la prueba ) de Cochran rechaza la
## hipotesis de consistencia mutua de los dos resultados de

## medicion. Cuanto mayor sea el criterio § (9.61 en este caso), mas

## solida serd la evidencia contra la hipétesis de constistencia mutua.

## El valor p de la prueba estadistica de la hipétesis de consistencia

## mutua es la probabilidad de observar un valor del criterio de

## prueba (§ en este caso) mas alejado que el valor observado, cuando

## los resultados de las mediciones son en realidad mutuamente consistentes

## La estimacidén de la incertidumbre oscura depende del método de estimacién
rma(yi=c(Ir.C.x, Ir.W.x, Ir.Z.x), sei=c(Ir.C.u, Ir.W.u, Ir.Z.u), method="DL")

## tau (square root of estimated tau 2 wvalue): 0.0006

rma(yi=c(Ir.C.x, Ir.W.x, Ir.Z.x), sei=c(Ir.C.u, Ir.W.u, Ir.Z.u), method="REML")
## tau (square root of estimated tau 2 value): 0.0007

rma(yi=c(Ir.C.x, Ir.W.x, Ir.Z.x), sei=c(Ir.C.u, Ir.W.u, Ir.Z.u), method="ML")
## tau (square rToot of estimated tau 2 value): 0.0004,

## Comparese con la estimacion simplista anterior: 0.00041
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Ejemplo 4B (Isotopos de silicio — Propagacion de incertidumbre multivariable)

## Valkiers et al. [27, Tabla 4] -- Mezcla IIT

R2928.x = 0.0500657 ## mol/mol
R2928.u = 0.0000025
R3028.x = 0.0329035

R3028.u = 0.0000034

## Relaciones entre las relaciones isotdépicas y la composicion

## isotopica: x28, x29 y 30 indican fracciones de cantidad de los
## tres isdtopos estables del silicio.

x28 = 1/ (1 + R2928.x + R3028.x)

x29 = R2928.x / (1 + R2928.x + R3028.x)

x30 = R3028.x / (1 + R2928.x + R3028.x)

## Las fracciones de cantidad son mo megativas y suman 1
any(c(x28, x29, x30) < 0) ## FALSE
sum(c(x28, x29, x30)) ## 1

J = x2872 * rbind(c(-1, 1), c(1+R3028.x, -R2928.x), c(-R3028.x, 1+R2928.x))
print (J)

## -0.85264410 0.85264410

## 0.88069907 -0.04268822

## -0.02805498 0.89533232

## RHO es la correlacion entre las dos razones, R2928.x y R3028.z,
## que asumimos que es 0
rho = 0

sigmaR = rbind(c(R2928.u"2, rho*R2928.u*R3028.u),
c(rho*R2928.u*R3028.u, R3028.u"2))

## Matriz de covarianza de las fracciones de cantidad (z28, 29, z30)

sigmaX = J %x% sigmaR %% t(J)

cbind (round (c(x28=x28, x29=x29, x30=x30), 7),
round (sqrt(diag(sigmaX)), 7))

## 128 0.9233873 3.6e-06 ## mol/mol

## 129 0.0462300 2.2e-06

## x30 0.0303827 3.0e-06

Ejemplo 4D (Modelando el peso de las colas)

## Laplace

require(extraDistr)

## La desviacidén estandar de la distribucién de Laplace con escala
## sigma es sqrt(2)*sigma
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sd(rlaplace(le6, mu=0, sigma=1/sqrt(2))) ## 1
2 * plaplace(-3, mu=0, sigma=1/sqrt(2)) ## 0.0143696

## Gausstiana
2 * pnorm(-3, mean=0, sd=1) ## 0.002699796

## t de Student con 3 grados de libertad

## La desviacidén estandar de la t de Student con nu grados de libertad
## es sqrt(nu/(nu-2)) for nu > 2

sd(rt(le6, df=3)/sqrt(3/(3-2))) ## 1

2 * pt(-3 * sqrt(3/(3-2)), df=3) ## 0.01384683

Ejemplo 4E (SiO, en piedra caliza — funcion de verosimilitud)

## Estimacidon de mdzima verosimilitud de la media y la varianza de

## una distribucidn gaussiana, dada una muestra de tamafio 2 de dicha
## distribucidn. Las estimaciones de maxima verosimilitud de mu

## y sigma2 se pueden calcular analiticamente, pero a continuaciéon

## utilizamos el enfoque general, que implica la optimizacidén numérica
## de la funcidén de verosimilitud

w.8i02 = c(0.1811, 0.1818) ## g/qg

negloglik = function (theta, w, tol=sqrt(.Machine$double.eps))
{

mu = thetal[l]; sigma2 = thetal[2]

if (sigma2 < tol) { return(Inf)

} else { return(-i1*sum(dnorm(w, mean=mu, sd=sqrt(sigma2), log=TRUE))) }
¥

Si02.optim = optim(par=c(mean(w.Si02), var(w.Si02)), fn=neglogLlik,
method="Nelder-Mead", w=w.Si02)

signif (Si02.optim$par[1], 5) ## 0.18145 ## g9/q

signif (8i02.optim$par[2], 2) ## 1.2e-7 ## (9/q9) 2

## La estimaction de mazima verosimilitud (EMV) de la media es el
## promedio de los wvalores medidos, pero la EMV de la desviacién
## estandar es diferente de la desviacidén estandar de la muestra.
signif (mean(w.Si02), 5) ## 0.18145 ## g/9

signif (var(w.3i02), 2) ## 2.4e-7 ## (9/9) 2
signif (mean((w.Si02 - mean(w.Si02))72), 2) ## 1.2e-7 ## (9/9) 2

## NOTA: La estimacion de mdxima verosimilitud de sigma es la Tatz
## cuadrada de la estimacidén de maxzima verosimilitud de sigmal
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Ejemplo 4F (Comparacion interlaboratorio — Estimacion de maxima verosimili-
tud)

## Los siguientes resultados de medicidn de la fraccién de masa de

## niquel en higado bovino difieren de los del informe final de

## CCQM-K145 [34] solo en que la incertidumbre informada por INMC fue
## redondeada a 2 cifras significativas

Ni = read.table(header=TRUE, text="

lab w uw
JSI 1.930 0.110
INMC 1.940 0.064
GLHK 1.942 0.092
LNE 1.958 0.075
NIST 1.984 0.020
KRISS 1.993 0.033
INACAL 2.010 0.060
NMIA 2.020 0.050
NIM 2.022 0.023
NMIJ 2.050 0.020
RISE 2.055 0.052
NRC 2.070 0.050
PTB 2.077 0.035
LATU 2.080 0.059
LGC 2.131 0.042
UME 2.150 0.030
HSA 2.180 0.080") ## mg/kg

## Estimacidén de mdzima verosimilitud de la media mu y la
## incertidumbre oscura tau

require (bbmle)

neglogLik2 = function (mu, tau, w, uw)
{
return(-1*sum(dnorm(w, mean=mu, sd=sqrt(uw 2 + tau~2), log=TRUE)))

}

## taulaive es una estimacién simplista de la dispersién "adicional" de
## los wvalores medidos, en comparacién con las incertidumbres
## informadas, las cuales se resumen a través de su promedio geométrico

tauNaive = sqrt(var(Ni$w) - exp(mean(2*log(Ni$uw))))

Ni.mle = mle2(neglogLik2, start=list(mu=mean(Ni$w), tau=tauNaive),
method="L-BFGS-B", lower=c(mu=min(Ni$w), tau=0),
skip.hessian=FALSE, data=list(w=Ni$w, uw=Ni$uw))

summary (Ni.mle)
## Estimate Std. Error
## mu  2.043 0.015 ## mg/kg
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## tau 0.044  0.014

## La matriz de covarianza de las estimactiones de mu y tau se obtiene

## utilizando la aproxzimacién de una gran muestra basada en la matriz hessiana
## de la funcion log-verosimilitud (invocandola especificando

## "skip.hesstan=FALSE" arriba), incluso st solo se tienen 17 resultados

## de medicion

Ni.mle@vcov

## mu tau
## mu  2.384880e-04 -7.760112e-06
## tau -7.760112e-06 2.027808e-04

## Suponiendo que el modelo gaussiano es apropiado para estos
## valores medidos, el estimador de maxima verosimilitud restringida
## (REML, por sus siglas en inglés) es generalmente preferible al EMV.

require (metafor)
rma(yi=w, sei=uw, data=Ni, method="REML", level=95, test="knha'")

## tau = 0.0463 ## mg/kg

## Test for Heterogeneity: Q(df = 16) = 40.1205, p-val = 0.0007
## estimate se ct.lb ct.ub

## 2.0428 0.0159 2.0091 2.0765 ## mg/kg

## El intervalo cuyos puntos finales son ct.lb y ci.ub es un intervalo
## de cobertura del 95 J para el valor real de la fraccién de masa de
## niquel en el material, obtenido utilizando el ajuste de

## Knapp-Hartung, invocado especificando 'test="knha"' arribda.

## Knapp, G., \& Hartung, J. (2003). Improved tests for a random
## effects meta-regression with a single covariate. Statistics in
## Medicine, 22(17), 2693-2710. DOI 10.1002/sim. 1482

## IntHout, J., Ioannidis, J. P. A., \& Borm, G. F. (2014). The

## Hartung-Knapp-Stdik-Jonkman method for random effects meta-analysts
## 1s straightforward and considerably outperforms the standard

## DerSimonian-Laird method. BMC Medical Research Methodology, 14,

## 25, DOI 10.1186/1471-2288-14-25

Ejemplo 4G (Molnupiravir — Estimacion de maxima verosimilitud de la eficacia
del tratamiento)

## Al final del ensayo informado por Butler et al. (2023), 105 de los
## 12529 pacientes que habian estado tomando molnupiravir sumado a la
## atencion habitual, y 98 de 12525 pacientes del grupo de atencion
## habitual, murieron o fueron hospitalizados

M.events = 48
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M.patients = 709

P.events = 68

P.patients = 699

M.p = M.events/M.patients ## 0.06770099
P.p = P.events/P.patients ## 0.09728183

OR = (M.p/(1-M.p)) / (P.p/(1-P.p)) ## 0.6738453
logOR = log(OR) ## —0.3947547

logOR.u = sqrt(1/(M.patients*(M.p*x(1-M.p))) + 1/(P.patients*(P.p*(1-P.p))))
## 0.1965626

## Notese que OR.u arroja el mismo wvalor que la aproxrimacidén cldsica
## para el error estandar del logaritmo de la razén de posibilidades
sqrt(1/M.events + 1/(M.patients-M.events) +

1/P.events + 1/(P.patients-P.events)) ## 0.1965626

## Z-score
logOR / logOR.u ## -2.00829
pnorm(logOR / logOR.u, mean=0, sd=1) ## 0.02230626

## Un andlisis alternativo de los resultados del ensayo clinico se
## basa en la regresidon logistica, que es un tipo particular de modelo
## lineal generalizado.

## El "estado" de un paciente describe si el paciente estda tomando

## molnupiravir (M) o un placebo (P), y el "resultado" correspondiente
## es 1 si el pactente ha sido hospitalizado o ha fallecido, o O en
## caso contrario

status = relevel(factor(c(rep("M", M.patients),
rep("P", P.patients))), ref="P")
outcome = c(rep(l, M.events), rep(0, M.patients-M.events),
rep(l, P.events), rep(0, P.patients-P.events))
z = data.frame(status, outcome)

z.glm = glm(outcome ~ status, family=binomial, data=z)
summary (z.glm)

## Estimate Std. Error.
## (Intercept) -2.2278 0.1276
## statusM -0.3948 0.1966
## Log odds Tatio = -0.3948

0.1966

## Standard uncertainty

## Razon de posibilidades de hospitalizacién o muerte entre pacientes que
## recibieron placebo

oddsP = exp(-2.2278)
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## Probabilidad de hospitalizacion o muerte entre pacientes que
## recibieron placebo
probP = oddsP/(l+oddsP) ## 0.0973

## Razon de posibilidades
oddsRatioMP = exp(-0.3948)

## Razon de posibilidades de hospitalizacién o muerte entre pacientes que
## recibieron molnupiravir

oddsM = oddsRatioMP * oddsP
## Probabilidad de hospitalizacidon o muerte entre pacientes que

## recibieron molnupiravir
probM = oddsM/(l+oddsM) ## 0.0677

Ejemplo 4H (Estandar de calibracion de cadmio — Propagacion de incertidumbre
mediante Monte Carlo)

## Ejemplo Al de la Guia CG-4 de EURACHEM/CITAC: preparacién de un
## patron de calibracidon para la determinacion de cadmio mediante
## espectroscopia de absorcién atémica

m.x = 100.28 ## mg
P.x = 0.9999 ## 9/9
V.x = 100.0 ## mL
m.u = 0.05 ## mg
P.u = 0.000058 ## g/q
V.u = 0.07 ## mL
K = 1le7

## Distribucidén gaussiana para m truncada en O mg
require (truncnorm)
m = rtruncnorm(K, a=0, b=+Inf, mean=m.x, sd=m.u)

## Distribucién beta para P

alpha = P.x * ( P.x *x (1 - P.x)/P.u"2 - 1)

beta = (1 - P.x) * alpha / P.x

curve(dbeta(x, alpha, beta), n=2"12, from=0.9995, to=1)
P = rbeta(X, shapel=alpha, shape2=beta)

## Distribucidn triangular para V
require(triangle)

a = V.x - V.uksqrt(6) ## 99.8285/

b = V.x + V.uxsqrt(6) ## 100.1715

c=(a+Db)/2

curve(dtriangle(x, a=a, b=b, c=c), from=a, to=b)
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V = rtriangle(n=K, a=a, b=b, c=c)

## Calcular la concentracion de cadmio
cCd = m*P/V

## Siempre examine los resultados graficamente antes de resumirlos,
## para garantizar que los resumenes elegidos sean significativos y
## adecuados al propésito

plot(density(cCd), bty="n", lwd=3, col="DodgerBlue", main="",
xlab=expression(italic(c) (plain(Cd))~{}/{}~(plain(mg)/plain(ml))),
ylab="Prob. Density")

curve (dnorm(x, mean=mean(cCd), sd=sd(cCd)), add=TRUE, n=2"12, lwd=1, col="Red")

## NOTA: La distribucion de probabilidad de cCd se desvia

## significativamente de la forma gaussiana

## Resumir resultados (media, incertidumbre estdandar, incertidumbre
## expandida del 95 J)

round(c(mean(cCd), sd(cCd)), 4) ## 1.0027 0.0009 ## mg/mL
round (diff (quantile(cCd, probs=c(0.025, 0.975)))/2, 4) ## 0.0017 ## mg/mL

Ejemplo 4l (Titulacion argentométrica — Propagacion de la incertidumbre)

VO.x = 100/1000 ## L (100 mL de solucion de NaCl)

Ca.x = 100/1000 ## mol/L (100 mmol/L de AgNO3 -- Titulante)
Va.x = 10/1000  ## L (10 mL de AgNO3 solucidén consumida)
Ck.x = 1.75/1000 ## mol/L (1.75 mmol/L de K2Cr04 -- Indicador)

## VO (volumen de soluctén de NaCl) medido con una pipeta volumétrica
## de clase A, cuyo error de medicidén se modela utilizando una
## distribucion triangular simétrica con un semiancho de 0.08 mL.

K = 1e7
require(triangle)
VO = VO.x + rtriangle(K, a=-0.08/1000, b=+0.08/1000, c=0)

## Va (volumen de AgNO3 consumido para alcanzar el punto final) medido
## con una bureta electrénica con una resolucién de 0.01 mL, cuyo

## error de medicion se modela utilizando una distribucidén triangular
## simétrica con un semiancho de 0.01 mL. Va también se ve afectado por
## el error en la determinacién en alcanzar el punto final, que

## se modela utilizando una distribucidén gaussiana centrada en O mL y
## con una desviacion estdndar de 0.025 mL.

Va = Va.x + rtriangle(K, a=-0.01/1000, b=+0.01/1000, c=0) +
rnorm(K, mean=0, sd=0.025/1000)

## Se asume que la incertidumbre asociada con la concentracidn de
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## AgNO3 en el titulante es insignificante.
Ca = Ca.x

CO = Ca * Va/VO

C0.x = mean(CO)

CO. sd (CO)

c(CO0.x, CO.u) ## 0.010000 0.000026 ## mol/L

=
Il

## Productos de solubilidad de AgCl (Kspl) y Ag2Cr04 (Ksp2)

Kspl = 107(-9.75)
Ksp2 = 10~ (-11.9)

## VE es el valor real de Va (volumen afiadido de titulante) que tiene
## en cuenta estos productos de solubilidad

f = function (VE, Ca, Kspl, Ksp2, VO, CO, Ck)
{
(Kspl / sqrt(Ksp2*(VO+VE)/(Ck*V0))) - sqrt(Ksp2x(VO+VE)/(Ck*V0)) -
(CO*VO - Ca*VE) / (VO + VE)
}

VE = uniroot(f, interval=c(0, 0.05), tol=sqrt(.Machine$double.eps),
C=Ca.x, Kspl=Kspl, Ksp2=Ksp2, VO=V0.x, C0=CO.x, Ck=Ck.x)S$root
## 0.010024 ## L

## Estimacidon simplista de la concentracién de NaCl
CO0.x = Va.x * Ca.x / VO.x

## Estimacidén de la concentraction de NaCl que tiene en cuenta
## los productos de solubilidad de AgCl y Ag2Cr04
CO.STAR = VE * Ca.x / VO.x

## Error relativo de la estimacion simplista de la concentracidén de NaCl
(CO.STAR - CO.x) / CO.x ## 0.0024

Ejemplo 4) (Michaelis-Menten — Propagacion de incertidumbre mediante Monte
Carlo)

## La enzima beta-galactosidasa cataliza la hidrélisis de

## o-nitrofenil-beta-galactopiranésido (ONPG) para producir galactosa y
## o-nitrofenol a una velocidad, v, que depende de la concentracion

## de ONPG, c, como se describe en la ecuacidon de Michaelis—-Menten

## [51,52,53,54,55]

(]
I

c(0.05, 0.1, 0.25, 0.5, 1, 2.5, 5, 8, 20, 30) ## mmol/L
= c(3, 5.2, 14.4, 30.3, 49, 86.2, 112.6, 136.2, 170, 177.7) ## umol/L/min

<
|
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v.nls = nls(v ~ vMax*c/(KM + c), start=list(vMax=195, KM=3),
nls.control (maxiter=5000, tol=1e-07, minFactor= 1/2712),
data=data.frame(c=c, v=v))

summary (v.nls)

## Estimate Std. Error
## vMazxz 195.3556 3.2342 ## umol/L/min
## KM 3.2662 0.1837 ## mmol/L

## Residual standard error: 3.085 on 8 degrees of freedom ## umol/L/min

vMaxHAT = coef(v.nls) [1]
KMHAT = coef(v.nls) [2]
sigmaHAT = summary(v.nls)$sigma ## 3.085365

## FEvaluacion de Monte Carlo de las incertidumbres asoctadas con las
## estimaciones de vMax y KM, las cuales bdsicamente reproducen, de manera
## independiente, los walores enumerados en "Estimate Std. Error" arriba

n = length(c)

K 10000

theta = array(rep(NA, K+2), dim=c(K,2))
for (k in 1:K)

{
if (k %% 1000 == 0) {cat(k, "of", K, "\n")}
vB = vMaxHAT*c/(KMHAT+c) + sigmaHAT*rt(n, df=8)/sqrt(8/(8-2))
vB.nls = try(nls(v ~ vMax * c/(KM+c),
start=1ist(vMax=195, KM=3),
nls.control (maxiter=5000, tol=1e-07, minFactor= 1/2712),
data=data.frame(c=c, v=vB)))
if (inherits(vB.nls, "try-error")) {next
} else {thetalk,] = coef(vB.nls)}
}

iNA = apply(theta, 1, function(x){is.na(x)})
if (sum(iNA) > 0) {theta = thetal[!iNA,]}

## Siempre examine los resultados grdaficamente antes de resumirlos,
## para garantizar que los Tesumenes elegidos sean significativos y
## adecuados al propésito

par (mfrow=c(1,2))

plot(density(thetal,1], n=2"12, adjust=1.5), lwd=2, col="DodgerBlue",
main="", bty="n",
xlab=expression(italic(v) [plain(MAX)]~{}/{}~##

((mu*plain(mol)/plain(L))/plain(min))),

ylab="Prob. Density")

plot(density(thetal,2], n=2"12, adjust=1.5), lwd=2, col="Tomato",

main="", bty="n",
xlab=expression(italic(K) [plain(M)]~{}/{}~(plain(mmol) /plain(l))),
ylab="Prob. Density")

par (mfrow=c(1,1))
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apply(theta, 2, sd) ## 3.2 0.18 ## umol/L/min, mmol/L
## Comparese con los errores estandar enumerados anteriormente después de
## "summary (v.nls)"

Ejemplo 4K (Basaltos del Monte Submarino Verde — “Bootstrap” no paramétrico
para la mediana de la fraccion de masa de TiO,)

## Evaluacion de la incertidumbre de la mediana de determinactiones

## replicadas de la fraccidén de masa de diézido de titanio en muestras
## de vidrio volcanico del Monte Submarino Verde, en el Océano

## Pacifico, a unos 435 km al oeste de Puerto Vallarta, Mézico [58,59,60]

w = c(15.2, 14.2, 15.1, 15, 12.4, 12.2, 12.7, 14.9, 14, 14, 14.4,
20.1, 20.5, 11.2, 13.7, 14.1, 12.7, 12.8, 17.9, 11.7, 13.1,
13.5) ## / (mg/g)

## No es probable que la muestra sea de una distribucidén gaussiana
shapiro.test(w) ## p-value = 0.003052

## La muestra es consistente con una distribucién siméirica
require (symmetry)

symmetry_test(w, stat="MGG", B=25000)%p.value ## 0.32

## Adopte el modelo de error de medicidon del Ejemplo 3D, pero con los
## errores de medicion de Laplace. La mediana es el estimador de
## mazrima verosimilitud de la media de la distribucién de Laplace

median(w) ## 14.0 mg/g

## La evaluacidén de la incertidumbre asociada con la mediana a través

## de un remuestreo de bootstrap mo paramétrico requiere un conjunto

## "grande" de determinaciones de réplicas; aqui tenemos udnicamente 30 pero,
## como weremos, aun es suficiente para obtener una evaluacion

## aceptablemente precisa

m = length(w)

muB = replicate(le5, { median(sample(w, size=m, replace=TRUE)) })
round(sd(muB), 2) ## 0.41 mg/g
round(quantile(muB, c(0.025,0.975)), 1) ## 12.9, 14.7 mg/q

## Para wvalidar los resultados del bootstrap, también obtenemos otra
## evaluacion independiente de la incertidumbre asociada con la

## mediana, calculando un intervalo de cobertura del 95 J para la

## mediana verdadera a través de la inversion de la prueba de signos

## La prueba de signos de la hipétesis de que la mediana es un valor
## especifico, digamos 15 mg/g, se basa en la cantidad de signos
## positivos de las diferencias {w[i] - 15 mg/q}.
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## St 15 mg/qg fuera de hecho la mediana verdadera, entonces cada

## determinacidén tendria la misma probabilidad de estar por encima o
## por debajo de 15 mg/q, y la cantidad de diferencias positivas

## tendria una distridbucidén binomial basada en 22 ensayos con un

## 50 J de probabilidad de "éxzito" en cada ensayo.

## Dado que 5 determinaciones son mayores que 15 mg/g, la probabilidad

## de observar estas o menos diferencias positivas es pbinom(5,

## size=22, prob=0.5) = 0.0085. Sin embargo, estamos probando si hay

## muy pocas diferencias positivas o muy pocas diferencias

## mnegativas. Por lo tanto, el valor p de la prueba es 2 * 0.0085 = 0.017.

## Ahora, supongamos que elegimos rechazar la hipétesis de que la

## mediana verdadera es M cuando el wvalor p de la prueba es 0.05 o

## menor. El intervalo de wvalores de M que la prueba no rechaza es un
## intervalo de cobertura del 95 ) para la mediana verdadera:

## la determinacion de este intervalo se llama "invertir la prueba”
## y se puede hacer usando la funcidén de R "SIGN.test" definida en el
## paquete de R BSDA

require (BSDA)
round (SIGN.test (w, conf.level=0.95)$conf.int, 1)
##  12.8, 14.9 mg/g

## En muchas aplicaciones, la incertidumbre estdandar de la mediana se

## evalia como mad(w)*sqrt(pi/2)/sqrt(length(w)) = 0.46 mg/q, que en este
## caso resulta ser 0.46/0.41 = 1.12 veces mas grande (pero

## también podria haber sido demasiado pequefia).

## Esta formula, que se utiliza de forma incorrecta, es wvdlida solo
## cuando n es grande y los datos son una muestra de una distribucion
## gaussiana. Pero si los datos son una muestra de una distribucion
## gaussiana, entonces la mejor estimacidén es el promedio de las

## determinaciones, mo la mediana, cuya incertidumbre estandar

## correspondiente es s/sqrt(n).

Ejemplo 4N (Masa molar deliridio — Métodos de Monte Carlo basados en cadenas
de Markov (MCMC))

## Recomendamos que, en lugar de implementar los procedimientos

## estadisticos mencionados en esta breve guia, los usuarios confien

## en tmplementaciones ya probadas y confiables disponibles en un software
## confiable y preexistente, que se puede conseguirT en muchas fuentes

## para R y para la mayoria de los demds entornos de modelado

## estadistico y andlisis de datos. Esta recomendacién es

## especialmente importante para todos y cada uno de los

## procedimientos que involucran muestreo de Monte Carlo con cadena de

## Markov
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Ir.M = c(C=192.2168, W=192.2166, Z=192.2176) ## g/mol
Ir.uM = c(C= 0.0008, W= 0.0003, Z= 0.0002) ## g/mol

require (MCMCpack)

require(extraDistr)
median(rhcauchy(le6, sigma=0.0004)) ## 0.0003997044

## La funcidon definida por el usuario "lognum" calcula el logaritmo

## del numerador del teorema de Bayes, que comprende el producto de la
## funcion de densidad de probabilidad a priort de los parametros y de
## la funcidén de verosimilitud

lognum = function (theta, Ir.M, Ir.uM)

{
M = theta[l]; tau = thetal2]
## Distribucidén a priori para la masa molar del iterbio
s = dnorm(M, mean=192.217, sd=0.0015, log=TRUE)
## La distribucidn a priori para la incertidumbre oscura, tau,
## tiene una mediana de 0.0004 g/mol
s = s + dhcauchy(tau, sigma=0.0004, log=TRUE)
## Verosimilitud gaussiana
s = s + dnorm(Ir.M["C"], mean=M,
sd=sqrt(tau”2 + Ir.uM["C"]"2), log=TRUE)
s = 8 + dnorm(Ir.M["W"], mean=M,
sd=sqrt(tau”2 + Ir.uM["W"]"2), log=TRUE)
s = s + dnorm(Ir.M["Z"], mean=M,
sd=sqrt(tau”2 + Ir.uM["Z"]"2), log=TRUE)
return(s)
}
Ir.mcmc =

MCMCmetropiR(fun=lognum,

## Valores intciales donde comenzara la cadena MCMC, extraidos
## aleatoriamente de las distribuciones a priori correspondientes
theta.init=c(rnorm(1l, mean=192.217, sd=0.0015),

rhcauchy (1, sigma=0.0004)),

## La cantidad de pasos de arranque (" “burn-in'', por sus siglas
## en inglés) debe ser aproximadamente la mitad de la cantidad de
## pasos de muestro MCMC reales. La entrada "thin" especifica que
## solo se conservard 1 de cada 25 muestras gemeradas por MCMC,
## para reducir las correlaciones entre valores consecutivos de
## los parametros

burnin=250000, mcmc=250000, thin=25,

## El parametro "tune" (que puede ser un escalar o un

## vector con tantos componentes como parametros haya) debe

## elegirse de manera que se alcance una tasa de aceptacion de

## Metropolis de aproxzimadamente 0.3; la funcidén reporta esta tasa
## de aceptacidén al finalizar, y "tune" debe ajustarse segin sea
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## necesario, y la ejecucidn debe repetirse hasta que se alcance
## una tasa de aceptacidn satisfactoria
tune=c(4, 1.5),

## St hay restricciones en el intervalo en los pardmetros, como las hay
## aqui para tau, el cual debe ser no negativo, entonces el método

## de optimizacién debe ser "L-BFGS-B"

optim.method="L-BFGS-B",

## Las siguientes entradas definen los limites inferior y superior
## para los walores "validos" de los parametros
optim.lower=c(-Inf, 0), optim.upper=c(Inf, Inf),
optim.control=list(fnscale=-1, trace=0, REPORT=10,

maxit=5000, ndeps=c(0.5e-4,0.5e-5)),
## Valores mecesarios para calcular el numerador del teorema de Bayes
Ir.M=Ir.M, Ir.uM=Ir.uM)

dimnames (Ir.mcmc) [[2]] = c("M", "tau")
dim(Ir.mcmc) ## 10000 2

summary (Ir.mcmc)

## Iterations = 250001:499976
## Thinning interval = 25

## Number of chains = 1

## Sample size per chain = 10000

##

## 1. Empirical mean and standard deviation for each wariable,
## plus standard error of the mean:

##

## Mean SD Naive SE Time-series SE

## M 1.922e+02 0.0004173 4.173e-06 4.173e-06

## tau 5.598e-04 0.0004138 4.138e-06 6.654e-06

##

## 2. Quantiles for each wvariable:

##

## 2.5 257 507 757 97.5%

## M 1.922e+02 1.922e+02 1.922e+02 1.922e+02 1.922e+02
## tau 6.064e-05 2.979e~04 4.638e-04 7.060e-04 1.652e-03

M.TILDE = Ir.mcmc[,"M"]
tau.TILDE = Ir.mcmc[,"tau"]

par (mfrow=c(1,2))

plot(density(M.TILDE, adj=1.5, from=192.2145, t0=192.2195), main="",
xlab=expression(italic(M) [plain(Ir)]~{}/{}~(plain(g)/plain(mol))),
ylab="Posterior Prob. Density", lwd=2, col="DodgerBlue")

plot(density(tau.TILDE, adj=1.5, from=0, to0=0.002), main="",
xlab=expression(tau~{}/{}~(plain(g)/plain(mol))),
ylab="Posterior Prob. Density", lwd=2, col="Tomato")

par (mfrow=c(1,1))
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round (c (M=mean(M.TILDE), "u(M)'"=sd(M.TILDE)), 4)
#i# M u (M)
## 192.2171 0.0004 ## g/mol

round (median(tau.TILDE), 4) ## 0.0005 ## qg/mol

Ejemplo 40 (Nitrato en agua de mar — Caracterizacion bayesiana de la precision
de medicion)

## Cuatro determinaciones espectrofotométricas de la fraccidén masica
## de nitritos en una muestra de agua de mar obtenida en condiciones
## de repetibilidad de medicidn utilizando el método de Griess [11]

w = ¢(0.1514, 0.1523, 0.1531, 0.1545) ## mg/kg
## La incertidumbre relativa de medicién podria ser tan baja como
## 0.33 J o tan alta como 3 J/, ubicandose en algun punto entre estos

## dos walores con una probabilidad del 90 7

## Calibracion de una distribucidén a priori gamma para sigma, que refleja
## este wago conocimiento previo sobre su valor verdadero

q = ¢(0.0033, 0.03)*median(w)
p = c(0.05, 0.95)
g = function (theta, q, p)
{
if (any(theta < 0)) { return(Inf)
} else {
alpha = thetal[1]; beta = thetal[2]
return(sum((gqgamma(p, shape=alpha, rate=beta) - q)~2))
}
}

optim(par=c(2, 500), fn=g, gr=NULL, gq=q, p=p, method="Nelder-Mead")$par
## Shape = 2.619, Rate = 1248 kg/mg

## Modelo bayesiano implementado utilizando el lenguaje de

## programacidén probabilistica Stan

## [B. Carpenter et al., 2017, "Stan: A Probabilistic

## Programming Language." Journal of Statistical Software 76(1):
## 1-32. DOI 10.18637/jss.v076.401]

require(rstan)
options(mc.cores = parallel::detectCores())
rstan_options(auto_write=TRUE, javascript=FALSE)

model =
"data
{

// Las determinaciones se almacenan en un vector de longitud 4
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real w([4];
¥
parameters
{
// Fraccidén de masa media real de nitritos, que debe ser no negativa
real<lower=0> omega;

// Desviacién esténdar verdadera de los errores de mediciédn,
// la cual no debe ser negativa, segin el método de Griess
real<lower=0> sigma;

¥

model

{
// La distribucién previa elegida para la fraccién de masa media
// real de nitritos en la muestra es gaussiana truncada, con una
// media de 0 mg/kg y una desviacién esténdar de 1 mg/kg (ambas
// antes del truncamiento), truncada en O mg/kg dado que omega
// debe ser no negativo
omega ~ normal(0, 1);

// Distribucién previa elegida para la desviacidén estéandar de
// los errores de medicidén que tiene en cuenta el conocimiento
// de la repetibilidad del método

sigma ~ gamma(2.619, 1248);

// Funcién de verosimilitud correspondiente al supuesto de que
// los valores medidos son como una muestra de una distribucién
// gaussiana, cuya media es el valor real de la fraccién de masa
// y cuya desviacién estandar es el valor real de la

// repetibilidad

w ~ normal (omega, sigma);

}ll
fit = stan(model_code = model, data = list(w=w),

## Se recomienda utilizar la mitad inictal de los pasos

## (el numero total de pasos solicitados en este caso es 500000)
## para el ajuste inicial y ajustar automdticamente los samplers
warmup=250000, iter=500000,

## Ejecute cuatro muestreadores de cadena de Markov

## independientemente uno del otro, en paralelo, utilizando
## cuatro nicleos de CPU (si la CPU que se utiliza mo tiene
## 4 mnicleos, entonces "cores=4" debe eliminarse de la

## siguiente linea)

chains=4, cores=4,

## Mantenga solo los conjuntos de wvalores de pardametros
## multiplos de 25 muestreados, para reducir las

## correlaciones (serial) entre ellos

thin=25
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print(fit, digits=4)

## Los wvalores de Rhat deben ser muy cercanos a 1: de lo contrario, el
## modelo deberia ajustarse uttilizando un mayor nimero de

## iteraciones. Los walores de n_eff son tamafios de muestra efectivos
## en los que se basa el siguiente resumen

## mean sd 2.5% 507  97.5] mn_eff Rhat
## omega 0.1528 0.0010 0.1509 0.1528 0.1548 40478 0.99997
## sigma 0.0018 0.0007 0.0008 0.0016 0.0036 39757 0.99999

fit.post = extract(fit)
## La incertidumbre estdndar (a posteriori) asoctada con la estimaciin
## bayesiana de la fraccidén de masa rTeal es 1,45 veces mayor que la

## evaluacidén convencional de tipo A calculada segin la GUM

sd(fit.post$omega) / (sd(w)/sqrt(length(w))) ## 1.45

Ejemplo 4P (Molnupiravir — Reconsideracion escéptica mediante modelado ba-
yesiano)

## Media y desviacion estdndar de la distribucidén a priori escéptica
## para la Tazdén de posibilidades logaritmica

muP = O0; sigmaP = 0.175

## Razon de posibilidades logaritmica observada en el ensayo MOVe-OUT
## informado por Bernal et al. (2022) e incertidumbre estandar

## asoctada (del EJEMPLO 4G)

logOR = -0.395; logOR.u = 0.197

## Media y desviacion estdandar a posteriort
muQ = (logOR/logOR.u"2 + muP/sigmaP~2) / (1/logOR.u”2 + 1/sigmaP~2)
sigmaQ = sqrt(1/(1/logOR.u"2 + 1/sigmaP~2))

c(muQ, sigmaQ) ## -0.17/ 0.131

## Probabilidad a posteriori de que el molnupiravir no sea mds eficaz que
## el placebo

1-pnorm(0, mean=muQ, sd=sigmaQ) ## 0.091
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